Analyse eines Hohenprofils
iber das gronlandische Inlandeis

Von H. R. Thake*

Zusammenfassung: Das geoditische Hohenprofil lings des Expeditionsprofils der EGIG 1959 wird zerlegt
in eine durchweg konvexe Grundkurve und kiirzerperiodische Abweichungen von dieser. Zur Darstellung der
Grundkurve wird ein von Haefeli angegebener, aus rheologischen Uberlegungen gewonnener Kurventvpus
herangezogen, die darin enthaltenen Parameter nach der Methode der kleinsten Quadrate ermittelt. Die
Abweichungen werden abschnittsweise und im ganzen einer Fourieranalyse unterworfen, um die in ihnen
bevorzugt enthaltenen Wellenldngen herauszufinden.

Summary: The altidudes (determined by levelling) in the west — east — profile of EGIG 1959 are
decomposed into a trend, which is convex throughout, and into deviations from this trend. For represen-
tation of the trend, use is made of a type of function derived by Haefeli from rheological considerations;
the optimal values for the parameters contained in the Haefeli — function are calculated by the method
of least squares. The deviations are Fourjer-analyzed for sections of the profile and for the profile as a
whole, in order to detect the main wave lengths contained in them.

1. Uberblick und Aufgabenstellung

Sowohl die im groflen recht regelméBige, an ein Ellipsenstiick erinnernde Kurvenform
von Hohenprofilen Uber das gronléndische Inlandeis (Schnittkurven von Vertikalebenen
und der Firnoberfliche) als auch die dieser Grundkurve iiberlagerten, kiirzerperiodischen
Wellungen (im folgenden ,morphologische Wellen” genannt) haben schon frithzeitig die
Aufmerksamkeit von Polarforschern verschiedener Fachrichtungen auf sich gezogen und
zu Darstellungen und Deutungsversuchen angeregt. Erwdhnt seien hier nur die Namen
Mohn, Nansen, Brockamp und Haefeli ([11], [2], [3]. [6], [7]).
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Abb. 1: Vertikalschnitt durch das gronléndische Inlandeis lidngs des EGIG-Profils (nach [5}]).
Fig. 1: Vertical section through the Greenland ice cap along the EGIG-profile (after [5]).

Die vorliegende Untersuchung wurde im Jahre 1967 von Prof. Brockamp, dem damaligen
Leiter des Instituts fiir Reine und Angewandte Geophysik an der Universitdt Miinster,
angeregt. Nach seinem Tode im Jahre 1968 erfolgte ein vorldufiger Abschluf der Bearbei-
tung, die Ergebnisse wurden erst jetzt {(1972) zur Verdffentlichung zusammengestellt.
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Ziel dieser Arbeit ist:

1. Zerlegung eines Hohenprofils langs des EGIG-Expeditionsprofils in eine grofrdumige,
monoton gekriimmte, ,ruhige” Grundkurve (theoretische Kurve, ,Trend") und kiirzer-
periodische Schwankungen, d. h. Abweichungen von der Grundkurve, die dieser Grund-
kurve iiberlagert sind.

2. Analyse der errechneten Abweichungen hinsichtlich der in ihnen vorherrschenden ,Wel-
lenldngen”.

Der fiir die Grundkurve in Betracht gezogene Kurventypus sollte glaziologisch sinnvoll

sein, d. h. den Anschluf an glazialrheologische Vorstellungen und Theorien erméglichen,

und nicht nur eine rein numerisch-mathematische Darstellung — etwa durch Parabel-
stiicke, wie bei Interpolationsaufgaben — abgeben.

Eine Interpretation der fiir die Kurvenparameter n, H und C (s. Abschn. 3) errechneten

Werte erfolgt nicht, desgleichen wird keine Deutung des Spektrums der morphologischen

Wellen versucht, zumal die Ergebnisse keine einfach gegliederten Spektren mit nur

wenigen Linien sind. Bezliglich méglicher Erklarungen sei auf die Literatur verwiesen

(121, 131 17 [12]).

Es erscheint nicht ausgeschlossen, daB durch die — vielleicht zunédchst etwas befremdliche,

aber im Sinne der Ausgleichsrechnung durchaus legitime — Freigabe des Parameters H

(Tophohe) fir die Optimierung gewisse Ziige in das Spektrum hineingetragen werden,

die der unmittelbaren Anschauung nicht entsprechen.

Der nachfolgenden Analyse wurden die Werte des Nivellements der EGIG 1959 zugrunde-

gelegt, s. dazu Madlzer ([10]). Sie wurden freundlicherweise vom geodétischen Institut der

Technischen Hochschule Karlsruhe auf Lochkarten (Stiitzstellenabstand Ax = 100 m) zur

Verfligung gestellt.

2. Ermittlung der Grundkurve

Fir die Grundkurve wurde gemédf dem eingangs Gesagten ein von Haefeli ([6], [7]) aus

rheologischen Uberlegungen abgeleiteter Kurventyp gewéhlt:

Ve Y(X)

—_—

Abb. 2: Zur Haefeli-Kurve (1).
Fig. 2: Concerning the Haefeli-function (1).
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C und n: Konstanten; H: Tophohe.

Dieser Ausdruck gilt nach Haefeli — mit jeweils anderem Wert der Konstanten C —
sowohl fiir einen streifenférmigen als auch fiir einen sphérischen, auf horizontaler Unter-
lage ausgebreiteten Eisschild fiir den Teil oberhalb der Firnlinie. (1) beschreibt einen
Vertikalschnitt, d. h. den Schnitt der Oberfliche des Eiskorpers mit einer lotrechten
Ebene.

Das EGIG-Profil zwischen Camp VI und Station Jarl Joset verlauft mit groBer Anndhe-
rung durch einen Grofikreis der Erdkugel, das Hohenprofil ldngs dieses Profils stellt also
anndhernd einen Vertikalschnitt dar und 146t daher an die Verwendung einer Kurve vom
Typ (1) denken. Bei der Anwendung auf das gronldndische Inlandeis ist jedoch folgendes
zu bedenken: Es ist etwas problematisch, die Null-Linie fiir die Héhen (y = 0} von (1)
mit NN zu identifizieren, da der Felsuntergrund nach seismischen und anderen Messun-
gen sehr unregelmdBig ist und sich insbesondere zum Westen und Osten hin betrdchtlich
tGber NN hinausschwingt (ca. 700 bzw. 1500 m), so dal man den grénléndischen Eiskdrper
eher als eine in eine Schiissel eingebettete Eislinse idealisieren kann, den Vertikalschnitt
durch den Felsuntergrund iiberdies evtl. als zwei gegeneinander geneigte Geraden. Des-
halb und auch aus anderen Griinden erscheint es angebracht, fiir den West- und Ostteil
des Profils — vom Kulminationspunkt (Créte} aus gerechnet — zwar den gleichen Kur-
ventyp (1), jedoch mit verschiedenen Parametern zu verwenden. Die Optimierung sollie
jedoch das Gesamtprofil, d. h. West- und Ostteil gemeinsam umfassen.

Bei dieser Auffassung besteht die Aufgabe nunmehr darin, durch die aus dem Nivelle-
ment erhaltenen Hoéhen zwel ,méglichst gut angepaBte” Kurvenstiicke vom Typ (1) zu
Jegen, also die in (1) eingehenden Parameter in diesem Sinne zu bestimmen. Als Ver-
fahren bietet sich hier die GauB-Legendresche Methode der kleinsten Quadrate an. Ent-
sprechend der Uberlegung am Anfang dieses Abschnittes wird nun nicht nur der Ex-
ponent n und die Konstante C, sondern auch die Hohe H (Tophohe) bzw. die GrdBe

2) B=H n

als Optimierungsparameter angesehen. Allerdings soll H jeweils fiir beide Kurven einen
gemeinsamen Wert haben, um einen stetigen Ubergang dieser beiden Kurven im Kul-
minationspunkt zu haben. Insofern ist das Ergebnis also nicht ohne weiteres dem Ergeb-
nis zweier Einzeloptimierungen, d. h. dem Ergebnis zweier voneinander unabhdngiger
Rechnungen mit eigenem n, C und auch H (West- und Ostseite des Profils) gleichzuset-
zen. — Es ist tbrigens nicht nur

yWio) = vyElo) = H,

sondern auch

dv W dv (B
———n —_—— =
dX 1X=0 dX IX=0

Das Optimierungskriterium lautet also:
N
Nw ~ E ~
(3 a) i=21 (Yi w)y _ ¥i (W) )2+ i§1(yi (B) _ y;(® )2 = Min!
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ausfiihrlich:

Ny 2 (g + 1) nw +1
3b) = (YW _ (4 ng — Cw X ™))
i=1
Ne 2(ng +1) net1 o,
) (Yi(E) — {H nE — Cg - Xi nE 1) = Minl

i=1
durch geeignete Wahl von H, Cy, Cg, 0w, DE.

Dabei bedeuten:

vi(W) die an der Stelle x; des Westteils des Profils gemessene Héhe
vi(E) die an der Stelle xj des Ostteils des Profils gemessene Hohe
N o

vi(W), vi(E) die entsprechenden Héhen der optimalen Kurven

nw, Cw  Konstanten n und C gemaB (1) fiir den Westteil

nr, Ci Konstanten n und C geméB (1) fir den Ostteil
Ny Anzahl erfafiter Punkte des Westteils
Ny Anzahl erfaBBter Punkte des Ostteils

Eine angendherte Losung von (3) wurde numerisch erhalten, indem H in geeigneten
Schritten (bis herab zu AH = 0.2 m in der Nahe des Optimums) variiert und zu jedem
der angenommenen H- bzw. B-Werte der optimale Wert fir n — ebenfalls durch Varia-

tion in kleinen Schritten (An = 0.1) ermittelt wurde. Dabei kam die Transformation
(4) n -1
U==x n
21
v=y 1

zur Anwendung, die die Aufgabe (3) bei festem B und n auf einen einfachen Geraden-
ausgleich zur Ermittlung des optimalen C (Steigung) zurtckfithrt und dieses C in ge
schlossener Form darzustellen gestattet:

~

(5) v =B —C.u

6) S=Z (vi—=(B-Cy-u)) +2 (vi—(B—Ceu)) = Min!

(Westteil) (Ostteil)
2(n+ 1)
vi =Y, "
0S -0
aCW’E -
(7) Cwe = Blul—luv]

[uu]

wobei die Summen jeweils Uiber den Westteil bzw. den Ostteil des Profils zu nehmen
sind,
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Tophohe [m]  Fehlerquadrat-

Opt.-Exponent Opt.-Exponent Steigung West (C)

Steigung Ost (C)

summe [KM?]  Waestteil-Profil Ostteil-Profil 1102 -102
3174 0.555181 3.7 2.8 0.688763 0.674473
3174.1 0.553240 3.8 2.8 0.703718 0.674846
3174.2 0.551327 3.8 2.8 0.703826 0.675223
3175 0.537990 3.8 2.8 0.704687 0.678230
3176 0.526002 3.8 2.8 0.705764 0.681987
3177 0.519235 3.8 2.8 0.706844 0.685761
3178 0.517516 3.8 2.9 0.707925 0.704078
3179 0.511254 3.9 3.0 0.723460 0.721784
3180 0.506410 3.9 3.1 0.724562 0.738943
3180.4 0.505664 3.9 3.1 0.725001 0.740551
3180.6 0.505599 3.9 341 0.725221 0.741358
3180.8 0.505739 3.9 3.1 0.725442 0.742158
3181 0.506056 39 3.2 0.725663 0.755598
3181.2 0.506477 3.9 3.3 0.725883 0.756416
3182 0.510188 3.9 3.2 0.726767 0.771765
Tabelle 1

Tabelle 1 148t den Gang der Gesamtoptimierung mit Variation der Tophdhe H erkennen,
Tabelle 2 zeigt im Detail den Optimierungszyklus fiir n, der der Wahl des Optimums
fiir H zugeordnet ist.

Das Ergebnis der Optimierung liefert als Konstanten der optimalen Haefelikurven:

Tophohe: H = 3180,6 m
Westseite des Profils: nw == 3.9; Cw = 0.7252x10-2 [KM 1.256]
Ostseite des Profils: ng = 3.1; Cg == 0.7414x10-2 [KM 1-323]

Bei Haefeli ([7]) findet sich demgegeniiber der Wert n = 3.5 (Westseite des Profils). Auf
die Diskrepanz zu den hier vorgelegten Werten soll an dieser Stelle nicht eingegangen
werden, sie diirfte zusammenhédngen mit der Freigabe von H zur Optimierung.

Die Rechnungen wurden durchgefiihrt in den Rechenzentren der Universitdt Miinster
(IBM 360/50) und des Kernforschungszentrums Karlsruhe (IBM 360/65).

In Figur 3 sind die Abweichungen
@) ai=vyi— vi

aufgetragen.

3. Analyse der Abweichungen a(x) von der Grundkurve

Hier interessieren vor allem die in den morphologischen Wellen, also in der Kurve a(x)
vorherrschenden Wellenldngen und zunéchst weniger die absoluten Werte ihrer Amplitu-
den. In der Kurve der Abweichungen zeigt sich keine klar erkennbare Grundwellen-
ldnge, deshalb ist der Ansatz einer Fourier- R eih e mit Gliedern, die nach ganzzahligen
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AUSGLEICHUNG NR.: 1,H = 0.318060E 01

WESTTEIL DES PROFILS:

EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT

: 3.00000
: 3.10000
: 3.20000
: 3.30000
: 3.40000
: 3.50000
: 3.60000
: 3.70000
: 3.80000
: 3.90000
: 4.00000

FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME

OSTTEIL DES PROFILS:

EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT
EXPONENT

OPTIMUM:

: 3.00000
: 3.10000
: 3.20000
: 3.30000
: 3.40000
: 3.50000
: 3.60000
: 3.70000
: 3.80000
: 3.90000
: 4.00000

FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME
FEHLERQUADRATSUMME

FEHLERQUADRATSUMME: 0.505599E 00

EXPONENTEN FUR WEST- UND OSTTEIL: 0.390000E 01

STEIGUNGEN: -0.725221E-02 BZW. -0.741358E-02
TOPHOHE: 0.318060E 01

Tabelle 2

: 0.406272E 01
: 0.310769E 01
1 0.235314E 01
: 0.176769E 01
1 0.132135E 01
: 0.990256E 00
: 0.755854E 00
: 0.602027E 00
1 0.515982E 00
: 0.487288E 00
: 0.506982E 00

1 0.187765E-01
: 0.183109E-01
: 0.185383E-01
: 0.193486E-01
: 0.206463E-01
: 0.223494E-01
: 0.243931E-01
: 0.267159E-01
: 0.292690E-01
: 0.320195E-01
:0.349161E-01

STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:

STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:
STEIGUNG:

0.310000E 01

-0.574763E-02
-0.593941E-02
-0.612430E-02
-0.630282E-02
-0.647517E-02
-0.664151E-02
-0.680220E-02
-0.695740E-02
-0.710731E-02
-0.725221E-02
-0.739225E-02

-0.728080E-02
-0.741358E-02
-0.753963E-02
-0.765946E-02
-0.777333E-02
-0.788181E-02
-0.798507E-02
-0.808372E-02
-0.817799E-02
-0.826779E-02
-0.835420E-02

Vielfachen des Reziproken einer solchen Wellenldnge, m. a. W, nach der Wellenzahl fort-
schreiten, nicht angebracht bzw. nicht mdglich.
Eine andere Darstellung der Abweichungen als Uberlagerung einzelner harmonischer
Komponenten mit inkommensurablen Wellenzahlen

kj=1/2;:

M
(9) a{x)= 2 Ajcos{2mk; + W))
i=1 ol e
wurde ins Auge gefaBt, das damit verbundene "searca for hidden periodicities” ([9])
jedoch zunéchst zuriickgestellt zugunsten der hier wiedergegebenen Darstellung durch

ein Fourier-Integral
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Fir die Kurve der Abweichungen bzw. ausgewdhlte Abschnitte davon wurde also eine
Darstellung der Form

(10)a{x)

i

{ dke (k) cos onkx+ [ dkS(k)sin27m kx
o)

J dk D(k) cos {27k x — W (k})

[e]

gesucht. Fir die spektralen Gréfen C(k), S(k) und D(k) gilt:

1]

(11)(a) C (k) =D (k) - cos W (k)
(b} S (k) =D{(k) - sin W (k)
S (k)

{c) th(k) = E‘m

(12)(a) D (k) = v/S (k)2 +C (k)?

(b) C(k) = 2 [ dxa(x)cos2mkx = f2dxa(x)005277kx

o X1
oo X5
(c) S(k) =2 f dxa(x)sin27kx = [ dxa{x)sin 27k x
o X
Abb. 3: Die Abweichungen von der optimalen Haefeli-Kurve (8). Als Abszissen sind aufgetragen & = w

— 1,42 km, w: Horizontalabstand von Camp VI. Fiir den Zusammenhang zwischen w und dem Hori-
zontalabstand x vom Top bei Créte gilt:

w = 431.42 — x [km], Westteil des Profils

w = 431.42 4+ x [km], Ostteil des Profils, also
@ = 430 — x [km], Westteil des Profils

@ = 430 + x {km], Ostteil des Profils

Fig. 3: Deviations a(x) from the optimal Haefeli-function following (8). For abscissas are taken the
quantities & = w — 1.42 km. The relation between w and x, the horizontal distance from the top near
Créte, is:

w = 431.42 — x [km], east part of profile

w = 431.42 + x [k}, west part of profile, therefore
@ = 430 — x {km], east part of profile

& = 430 + x [km], west part of profile

wobei x1 und x2 die in jedem Fall endlichen Abszissen des Anfangs- und Endpunktes von
a(x) sind. Mit den angegebenen Formeln erhdlt man also genauer das Spektrum einer
unendlich langen Kurve

a(x), x1 <x < xg
(13 269 = { O sonst

Zur Interpretation endlicher Fouriertransformationen, wie sie sich im Zusammenhang mit
(12) und (13) ergeben, den Zusammenhang mit Fourierreihen und deren Koeffizienten
sowie auch den EinfluB des Digitalisierungsabstandes s. [1], insb. Kap. 10 “Sampling and
Series”. Die moglichen Einwénde werden nicht verkannt, sie k6nnten sich u. a. unter dem
Aspekt: Formale Darstellung <— Physikalische Deutung ergeben. (11) und (12) losen
sicher zundchst nur eine mathematische Darstellungsaufgabe.

Die Spektren der Abweichungskurve a(x) und ihrer Abschnitte wurden nach (12a) iber
(12b) und (12¢) berechnet. Dabei wurden die Fourier-Cosinus- bzw. -Sinusintegrale nach
einem Verfahren von Filon ([8], [13]) ermittelt, um hinreichende Genauigkeit auch bei
teilweise schnell oszillierendem Integranden in (12) zu gewdhrleisten.
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Abb. 4: Spekiren fiir kiirzere Abschnitte des Profils. }: Wellenldnge. p: Nach (14) normiertes Amplituden-
quadrat.

Fig. 4: Spectra of smaller sections of the profile. ): Wave length. p: normed square of amplitude,
see (14).
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Abb. 5: Spektren filir groBere Abschnitte des Profils und das Gesamtprofil, ): Wellenldnge. p: Nach (14)
normiertes Amplitudenquadrat.

Fig. §: Spectra of larger sections of the profile and the whole profile. ): Wellenldnge. p: normed square
of amplitude according to (14).



In Fig. 4 und 5 sind normierte Amplitudenquadrate wiedergegeben, d. h. die Grofien

D2 (1/1)
(14) P(}) = 100 - ————

Dzmax

D?hax: Maximalwert der Amplitude im {berstrichenen A-Intervall. Die ebenfalls vor-
liegenden Phasenkurven w(k) = w(!/A) sind hier nicht dargestellt.

Da der Digitalisierungsabstand des Hohenprofils bzw. der Kurve a(x) /AAx = 100 m
betrdgt, ist nach dem Abtasttheorem die Ermittlung des Spektrums nur unterhalb der
Wellenzahl ke = 1/(2Ax) = 1/200 m-!, d. h. erst oberhalb der Wellenldnge imin = 200 m
moglich, genauer: spektrale Anteile mit A< Apiy wiirden, falls vorhanden, das Spektrum
oberhalb Jmin verfalschen ("Aliasing”). Der Gehalt von a(x) an Wellen solcher Lange
wurde als vernachlassighar angesehen.

Die ausgewadhlten Ausschnitte der a(x)-Kurve sind in den Fig. 4 und 5 angegeben. Diese
— nach Augenschein getroffene — Auswahl ist natirlich recht willkiirlich, — Eine ahn-
liche, abschnittsweise Betrachtung findet sich auch bei Brockamp ([3]).

Bei den iiber groflere Profilstlicke gerechneten Spektren (Fig. 5} zeigen sich vorherrschende
Wellenléngen, d. h. besonders groBe Amplituden in der Umgebung von 2 = 10 km (mit
starkerer Aufspaltung im Ostteil des Profils) und » = 20 km sowie zwei breite, etwa
gleichhohe Maxima, die sich fast symmetrisch um ein lokales Minimum bei & = 30 km
gruppieren. Demgegeniiber weisen die Spektren fiir die ausgewéhlten, kleineren Profil-
abschnitte — wie von vornherein zu vermuten — weniger Gemeinsamkeiten, aber auch
keine sehr ausgeprdgten Tendenzen auf; es scheint eine Verschiebung zu gréBeren
Wellenldngen hin beim Fortschreiten von der kiistennahen Seite auf den Top hin vor-
zuliegen,
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