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Posplositev malega Fermatovega izreka

POVZETEK

Temeljni kamen mojega diplomskega seminarja je mali Fermatov izrek, ki pravi,
da za vsako prastevilo p in vsako celo Stevilo a velja kongruenca a? = a (mod p).
Predstavljena je pot do malega Fermatovega izreka in povezanih rezultatov preko
teorije grup. Izrek namre¢ lahko posplosimo na druga naravna Stevila, ne samo pra-
Stevila. Na$ glavni izrek bo tako posplositev malega Fermatovega izreka s pomocjo
Mébiusove funkcije .

Spoznali bomo Se Eulerjevo funkcijo ¢, Mobiusovo inverzno formulo, se srecali z
delovanji grup ter s tem povezanim Stetjem orbit in fiksnih toc¢k. Potrebovali bomo
tudi kratek skok k polinomom in n-tim korenom enote v C.

Generalization of Fermat’s Little Theorem

ABSTRACT

This thesis revolves around Fermat’s Little Theorem which states that a? = a
(mod p) for any integer a and prime number p. I present a path to Fermat’s Little
Theorem and related results via group theory. The theorem can be generalized for
all positive integers, not only prime numbers. Our main theorem will thus be a
generalization of Fermat’s Little Theorem with the aid of the Mobius function p.

We will get to know Euler’s function ¢, Mobius inversion, group actions and
related orbit counting and fixed point counting. We will also need a short trip to
polynomials and roots of unity in C.

Math. Subj. Class. (2010): 20A05, 11A07, 11A25
Kljucéne besede: konc¢ne grupe, kongruence, aritmeti¢ne funkcije

Keywords: finite groups, congruences, arithmetic functions



1. OD MALEGA FERMATOVEGA IZREKA DO POSPLOSITEV

Francoski matematik Pierre de Fermat je svoj izrek, pozneje imenovan mali Fer-
matov, odkril okrog leta 1636. Prvi naj bi ga dokazal Gottfried Wilhelm Leibniz
skora] petdeset let pozneje. Izrek je dobil ime mali Fermatov izrek leta 1913 v knjigi
Zahlentheorie nemskega matematika Kurta Hensla.

V nadaljevanju se bomo osredotocili na glavno posplositev, ki jo bomo dokazali s
pomocjo tehnike, ki Se ni zelo razsirjena. Potrebovali bomo posploSitev stetja orbit
s pomocjo Cauchy-Frobeniusove leme, grupo n-tih korenov enote in povezavo med
koreni enote ter Mobiusovo funkcijo.

Za zacetek uvedemo pojem kongruenc.
a=b (modn) <= nla—b,
beremo a je kongruentno b po modulu n.

1.1. Mali Fermatov izrek.

Izrek 1.1 (Mali Fermatov izrek). Naj bo p prastevilo. Za vsako celo stevilo a velja:
a’? =a (mod p).
Naredili bomo dva dokaza, prvega s pomocjo indukcije, drugega pa z najosnovnejsim

znanjem iz teorije grup.

Za dokaz z matematicno indukcijo potrebujemo naslednjo lemo:

Lema 1.2. Za poljubni celi stevili a in b ter vsako prastevilo p velja:

(a+b)P =a”+b" (mod p)
Dokaz. Uporabimo dobro znani binomski izrek:

P D p—1 D

+b)P = )a'tP Tt = a? + 0P+ )a't
(a+b) ; (2) a a ; (Z) a

Binomski koeficient (’;) = ’w je celo stevilo. V stevcu je za ¢ > 0 veckra-
tnik prastevila p, v imenovalcu pa p za 0 < ¢ < p ne nastopa. Torej je (f) deljivo s
pza 0 <i < p. Nasa lema sledi. ([l

Prvi dokaz izreka 1.1. Za a = 1 dobimo 17 =1 (mod p), kar o¢itno drzi. Naredimo
indukcijski korak: k — k + 1.
Naj izrek velja za a = k. Za a = k + 1 s pomocje zgornje leme dobimo

(k+1)P=k"+1 (mod p).
Upostevamo Se indukeijsko predpostavko k¥ = k (mod p) in imamo Zelen rezultat
(k+1)=k+1 (mod p).
0

Opomba 1.3. Izrek je dokazan za pozitivna cela Stevila, argument za vsa cela
Stevila pride v nadaljevanju.



Dokazimo Se pomocjo teorije grup.

Drugi dokaz izreka 1.1. Mnozica G = {1,2,3,...,p — 1} tvori grupo za mnoZenje
kongruencnih razredov ostankov po modulu p. Asociativnost je oéitna, saj je nava-
dno mnozenje Stevil asociativno, enota je Stevilo 1. Edina stvar, ki ni trivialna, je
obstoj inverza. Za poljuben b iz G velja, da je tuj proti p. V tem primeru vemo, da
obstajata celi stevili x in y, da velja bz + py = 1. Sledi bx = 1 (mod p). To pomeni,
da ima vsak element iz G inverz za mnozenje po modulu p (tudi x ima ostanek pri
deljenju, ki pripada mnozici G, ta ostanek je inverz za b). G je kon¢na grupa, zato
lahko govorimo o redu elementa a. Oznac¢imo ga s k. Torej a* = 1 (mod p). Po
temeljnem Lagrangevem izreku v teoriji grup vemo, da k deli |G|, tj. k deli p — 1.
Lahko zapisemo p — 1 = km za neko celo stevilo m. Potem velja:

a? = a’'a = a"a = (a")"a = 1"a = la = a,
torej res a? = a (mod p) za vsako celo tevilo a. O

1.2. Eulerjev izrek. Prvi izrek, ki posplosi mali Fermatov izrek, je Eulerjev izrek.
Najprej povejmo, kaj je Eulerjeva funkcija ¢ in kaj popoln ter reduciran sistem
ostankov.

Definicija 1.4. Eulerjeva funkcija p(n) presteje naravna Stevila, ki so manjsa od
n in hkrati tuja proti n.

Primer 1.5. ¢(9) = 6, saj so Stevila 1,2,4,5,7,8 tuja proti 9.
o(p) = p— 1, kjer je p prastevilo, saj so Stevila 1,2,...,p — 1 o€itno tuja proti p.

Definicija 1.6. Popoln sistem ostankov pri deljenju z n tvori mnozica $tevil Z, =
{0,1,...,n—1}.

Vsako celo stevilo da pri deljenju z n ostanek, ki je element popolnega sistema
ostankov pri deljenju z n. Lahko je videti, da ta mnozica tvori abelovo grupo za
seStevanje po modulu n.

Definicija 1.7. Reduciran sistem ostankov pri deljenju z n pa je podmnozica popol-
nega sistema ostankov pri deljenju z n in vsebuje tiste elemente popolnega sistema,
ki so tuji proti n, Z! = {a € Z,, : D(a,n) = 1}.

Reduciran sistem tvori abelovo grupo za mnozenje po modulu n. 0 ne pripada
reduciranemu sistemu, saj privzamemo, da je najvecji skupni delitelj stevil 0 in n;
D(0,n) = n. Stevilo elementov reduciranega sistema ostankov pri deljenju z n je
torej enako ¢(n).

Trditev 1.8. Imamo popoln sistem ostankov po modulu n ({0,1,...,n—1}) in
reduciran sistem ostankov pri deljenju z n (2 = {a € Z,, : D(a,n) =1}). Naj bo b
poljubno celo Stevilo, ki je tuje protin, tj. D(b,n) = 1. Potem velja

(1) {9, b,20,...,(n—1)b} je popoln sistem ostankov po modulu n.

2) Ce z 71,72, ... Tum) t 0znacimo reduciran sistem ostankov pri deljenju z n,
¢(n) Jen)
potem je tudi {brl, bro,..., b%(n)} reduciran sistem ostankov pri deljenju z
n.

Dokaz. Obe trditvi je lahko pokazati:
(1) Preverimo le, da so vsi elementi predstavniki razli¢nih kongruenénih razre-
dov. Ce je bk = bl (mod n), k,l € Zy,, potem b(k — 1) = 0 (mod n), torej
n deli b(k — ). Stevili b in n pa sta tuji, zato n deli k — [, se pravi k = [
(mod n) in seveda k = [.



(2) Po (1) vemo, da so br; sami razli¢ni elementi po modulu n. Pokazemo Se,
da so tuji proti n. Vemo D(b,n) = 1 in D(r;,n) = 1, potem pa je tudi
D(bri,n) = 1. O

Izrek 1.9 (Eulerjev izrek). Naj bon € N, a € Z in D(a,n) = 1. Tedaj je
a?™ =1 (mod n).

Dokaz. Vemo ze, da tvori Z; = {cl, Coyenns cw(n)} isto mnozico ostankov kot mnozica
{acl, acs, . . . ,acg,(n)}, le da so permutirani. Sklepamo, da sta produkta Hf( 1) ¢ in

H“O( 1) ac; enaka po modulu n:

¢(n)

H ¢ = H ac; (mod n).

Torej
o(n)

H c; =a” H ¢; (mod n)

j=1
Kongruenco lahko krajsamo, saj so vsi ¢; tuji proti n (%¢). Res dobimo

a?™ =1 (mod n).
U

(®): ac = be (mod n) <= nlac — be, tj. nle(a —b). Ce sta ¢ in n tuji, potem
nla — b, torej a = b (mod n).
Primer 1.10. Za a = —4, n = 12 dobimo (—4)¥(!? = 1 (mod 12), p(12) =
1{1,5,7,11} | = 4. Ampak (—4)* = 256 % 1 (mod 12), saj 256 = 12 - 21 + 4.
Vidimo, da izrek ne velja za Stevila, ki si niso tuja, namre¢ D(—4,12) # 1.
Sedaj za a namesto —4 vzamemo —5, D(—5,12) = 1. Imamo (—5)*1? = 1

(mod 12) in to res drzi, saj (—5)* = 625 = 1252 + 1.

Zakaj je Eulerjev izrek posplositev malega Fermatovega izreka? Za prastevilo p
vemo, da je ¢(p) = p — 1. Po Eulerjevem izreku za celo Stevilo a, ki je tuje proti
p, velja a?®) =1 (mod p), oziroma a?~! =1 (mod p), kar je ravno razli¢ica malega
Fermatovega izreka, ki velja za cela Stevila a, ki so tuja proti p. V primeru, ko a
in p nista tuja, zlahka ugotovimo, da mora p deliti a, torej p deli tudi o” in velja
a’ = a (mod p) za vsa cela Stevila a.

Mali Fermatov in Eulerjev izrek nam prideta zelo prav, ko se ubadamo s proble-
mom deljivosti Stevil in kongruencami.

Primer 1.11. Pokazimo, da ima Stevilo 17'%%1%3 pri deljenju s Steviloma 1093
in1093% ostanek 1. Stevilo 1093 je prastevilo, saj ni deljivo z nobenim prastevilom,
ki je manjse od /1093 = 33, 1. Po malem Fermatovem izreku je

(171092)1093 = 171092 (1;mod 1093).
Po Eulerjevem izreku pa je

17901093 — 171092 = 1 (mod 1093).
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Torej je tudi
(171092)109 = (mod 1093).

Naprej lahko zapisemo
(171092)1093 — (1093b+ 1)1093

za neko naravno Stevilo b. Razpisemo:

1093 1093
(1093b + 1)199 = (1093p)'9% + ( | )(10935)1092 4+t (1092) 1093b + 1

=1093%-c+1

za neko naravno Stevilo c. Torej ima tevilo 1719921993 reg ostanek 1 pri deljenju s
Steviloma 1093 in 10932

1.3. Glavni izrek.

Definicija 1.12. Md&biusova funkcija i je definirana za vsa naravna Stevila in zasede
vrednosti v mnozici {—1,0,1}.

=0 5 p2n

Primer 1.13. Za izracun Md&biusove funkcije potrebujemo prastevilski razcep na-
ravnega Stevila.

p(42) = p(2-3-7) = (-1 = -1
p(60) = p(2°-3-5) =0

u(858) = u(2-3-11-13) = (~1)* = 1
Ce p prastevilo, je u(p) = (—1)' = —1.

Izrek 1.14 (Glavni izrek). Naj bo a poljubno celo Stevilo, za vsako naravno Stevilo

n velja:
Zu (%) a®=0 (mod n),

dln
kjer je p Mobiusova funkcija.
Primer, ko je a prastevilo, je poznal Ze Gauss; njegov dokaz je bil objavljen
posmrtno leta 1863. Kdaj naj bi bil izrek najprej zapisan v obliki, ki jo poznamo
danes, ni znano. Sele okrog leta 1880 se je prvi¢ pojavil dokaz celotnega izreka. V

letih 1880-1883 so bili namrec¢ objavljeni stirje neodvisni dokazi, in sicer Kantorjev,
Weyrov, Lucasov in Pelletov. Pozneje se je pojavilo Se vec¢ razlicnih dokazov.

Ce v izreku vzamemo n = p prastevilo, dobimo
>ou (%) at = wp)a+p()a” =a" —a=0 (mod p)
dlp

in res pridemo do malega Fermatovega izreka, torej gre za posploSitev na vsa cela
Stevila.



Primer 1.15. Poglejmo, kaj dobimo, ¢e vzamemo a =7, n = 4.
ny a4 4Y o4
;“ <d) ¢ ;“ (d) !
= p(4) - T A p(2) - T+ (1) - T
=0+ (—49) + 2401
= 2352,

kar je res deljivo s 4.

2. DELOVANJE GRUPE

Prioriteta drugega poglavja bodo delovanja grupe na mnozici. Osnovno delovanje
bomo razsirili na inducirano delovanje, podali osnovne pojme povezane z delovanjem,
Cauchy-Frobeniusovo lemo in polinomsko lemo, ki nam bo zagotovila veljavnost
glavnega izreka tudi za negativna cela Stevila.

Definicija 2.1. Dani sta grupa G in poljubna mnozica 2. Delovanje grupe G na
mnozici €2 je preslikava
p: A xG—=Q,
p(w, g9) = wy,

za katero velja:

o p(w, 1) =wl =w,

* pw, gh) = w(gh) = (wg)h = p(wg, h).
Primer 2.2. Znana delovanja grupe so

(1) Trivialno delovanje: (w, g) — w za poljuben w € N in g € G.
(2) G deluje na G z obi¢ajnim mnoZenjem: (g, h) — gh za poljubna g, h € G.
(3) G deluje na G s konjugiranjem: (g, h) — h~'gh za poljubna g, h € G.
Za vsa tri delovanja z lahkoto preverimo, da ustrezajo zahtevam delovanja.
Definicija 2.3. Osnovni pojmi pri delovanju grupe GG na mnozici {2:
e Orbita elementa w €
w¢ ={wg:geG}.
o Stabilizator elementa w v grupi G:
Gy ={9€G:wg=uw}.
o Fiksne tocke:
Fix(g) = {w € Q : wg = w}.
Trditev 2.4. MnoZica orbit pri delovanju grupe G na mnoZici ) predstavlja razbitje

mnoZice £ na disjunktne podmmnoZice.

Dokaz. Vsak element w € € je vsebovan v orbiti w®, saj wl = w. Unija vseh orbit
je tako enaka . Naj bosta w, 3 € € in denimo, da imata orbiti w® in ¢ neprazen
presek, tj. obstaja v € w® N B%. Hofemo pokazati, da sta v tem primeru orbiti
enaki. Najprej dokaZemo, da je w® C B%. Vzamemo poljuben element § € w®.
Obstajajo elementi g, h,t € G, da je v = wg = fh in § = wt. Iz wg = Ph sledi, da
je w = Bhg~t. Vstavimo v § = wt in dobimo § = (Bhg ')t = Bhg~'t = BN, W € G.
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Torej 6 € BY. Ce zamenjamo vlogi w in 3, na isti na¢in dobimo &e vsebovanost v

drugo smer. Tako smo dokazali, da sta orbiti dveh elementov iz €2 disjunktni ali pa
enaki. 0J

Trditev 2.5. Naj koncna grupa G deluje na mnoZici € in naj bo w poljuben element
mnozice (). Tedaj velja enakost

|Gullw®| = |G-

Dokaz. Oznacimo z G s mnozico elementov grupe G, za katere velja wg = f3,
Gup = {9€G:wg=p} Ce 8 ni element orbite w®, je mnozica G 3 prazna.
Predpostavimo, da je 8 € wY, izberimo element g € G, 5 in definiramo preslikavo
[ : Gy — G spredpisom f(h) = hg~'. Lahko je videti, da je f injektivna, saj velja:

f(h) = f(k) za poljubna h,k € G, < hg ' =kg! < h=kF.
Slika funkcije f pa je enaka G,:

f = {f(h) : h € G}
= {h,gil che Gw,b’?g S Gw,,@}
= {hg™" : wh = B,wg = B}
e {hgil . CL)hz — Wg}
={hg™" 1 whg' =w}

Torej je Imf C G,,. Neenakost v drugo smer: dokazati moramo, da za vsak ¢’ € G,,
velja ¢’ € Imf. Najti moramo tak h € G, g, ki se preslika v ¢’. Preverimo, da je
h = ¢'g dober.

e h je res element Gy, g, tj. wh = f:
wh=wg'g=wg =0, sajg € G, in g€ Gz
e Slika elementa h je ¢
f(h) = f(d9) =999 =4

Iz tega sledi, da je |G, 5| = |G|, ¢e le B pripada orbiti w®. V nasprotnem primeru,
ko B le7i izven w@, je |Gy 5| = 0. Definiramo vsoto mo¢i mnozic G, g po vseh § € €,

S:=) |Gug

BeN

K vsoti S prispevajo samo tisti elementi (3, ki lezijo v orbiti w®, vsak natanko |G,,]|.
Zato je

§= > |Gu] = |Gullw®].
BEWYG

Po drugi strani pa vsak element grupe G lezi v natanko eni mnozici G, g, tisti, pri
kateri je § = wg. Vsota S je potem enaka tudi |G| in smo koncali. O
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2.1. Cauchy-Frobeniusova lema. Cauchy-Frobeniusovo lemo so najprej pripisali
angleskemu matematiku Williamu Burnsideu, ki jo je ponovno odkril leta 1900. Sele
kasneje se je razvedelo, da sta lemo Ze prej poznala Francoz Augustin-Louis Cauchy
in Nemec Ferdinand Georg Frobenius. Cauchy je lemo v drugacni obliki zapisal Ze
leta 1845, Frobenius pa jo je v sedanji obliki odkril leta 1887. Nekateri jo imenujejo
kar lema, ki ni Burnsideova.

Lema 2.6 (Cauchy-Frobenius). Naj bo G koncna grupa, ki deluje na koncéni mnoZici
Q. Stevilo orbit m je enako

mz,—aDFix(g)L

geG
kjer |Fix(g)| = {w € Q : wg = w}|.

Dokaz. Vse orbite delovanja grupe G oznac¢imo z €21,€s,...,€),. Definirajmo Se
mnozico M = {(a,g) : a € Q,g € G,} in prestejmo njene elemente na dva nacina.
Najprej vidimo, da je mo¢ mnozice M enaka vsoti moci vseh stabilizatorjev po vseh
elementih a iz €). Poznamo Ze povezavo med mocjo orbite in mocjo stabilizatorja,

|Ga| = %, kjer je ; orbita, ki vsebuje element a. Potem je
B SEAES 9 o 188 o C B
aef i=1 a€Q; """ i=1

Po drugi strani pa lahko definiramo mnozico

M, ={(a,g9) :a€Q,g € G, izbran} = {(a,g) : a € Fix(g)}

in tako
M| =" | Fix(g)].
geG
[zena¢imo, delimo z |G| in dobimo Zeleno enakost. O

Zelo pogosto Cauchy-Frobeniusovo lemo uporabimo za $tetje orbit induciranega de-
lovanja.

Definicija 2.7. Naj grupa G deluje na mnozici €2 in naj bo A poljubna mnozica.
Inducirano delovanje na mnozici S vseh preslikav iz € v mnozico A, S ={f : Q —
A}, definiramo kot preslikavo iz S x G v S:

(f,9) = fog,
(f9)(w) = flwg™).

Z lahkoto preverimo, da je to res delovanje. Velja namrec
(1) (f1)(w) = f(wl™) = f(wl) = f(w), saj je zaradi delovanja Gna Q wl = w.
To velja za vsak w € 2, zato f1 = f.
_ —1 —1yy & 1y - _
(2) (flgh)(w) = flwgh)™") = flw(h™g™")) = f((wh™)g™") = (fg)(wh™") =
((fg)h)(w) za vsak w € Q, kjer smo pri (*) uporabili Ze znano delovanje
grupe G na 2.

Opomba 2.8. V tem delu bomo imeli opravka s kon¢nimi grupami in kon¢nimi
mnozicami, zato v nadaljevanju pridevnik konc¢na pred grupo in pred mnozico opu-
Scamo.
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Zanima nas, kdaj element g € G pribije funkcijo f, tj. (fg)(w) = f(w) za vsak
w € Q. Po definiciji je (fg)(w) = f(wg™!), torej f(wg™) = f(w) za vsak w € Q.
Sledi f(wg™) = f((wg™Hg™') = flw(g7lg™") = f((wg™?) za vsak w € Q in tako
naprej pridemo do spoznanja, da g pribije funkcijo f, ¢e je f konstantna na vseh
orbitah cikli¢ne grupe (g—!), ki deluje na Q. Cikli¢cna grupa (g—'), ki je generirana z
elementom g, je oblike {1,¢g7%,¢72,..., g ™}, kjer je m red elementa g'. Ciklicna
grupa (g) = {1,¢*,¢% ..., 9™ '} je enaka cikli¢ni grupi (g~'), saj je za vsak element
g% iz grupe (g~!) tudi njegov inverz g* element te grupe.

Koliko je potem |Fix(g)|? Najprej s ¢(g) ozna¢imo Stevilo orbit pri delovanju (g)
na mnozici €2. Funkcija f, ki jo g pribije, je dolo¢ena s sliko enega elementa v vsaki
izmed orbit. Naj bo mo¢ mnoZice A enaka a. Potem se vsi elementi iz doloc¢ene
orbite preslikajo v enega izmed elementov v A, vsi seveda v istega. Razli¢nih funkcij,
ki ustrezajo tej zahtevi, je tako a®¥. Iz Cauchy-Frobeniusove leme potem izpeljemo,
da je Stevilo orbit m pri delovanju G na S enako

I_C1¥| S ),

geG

iz Cesar sledi

(1) D a9 =0 (mod |G]).

geG

O

0O

Stevilo orbit je c(g) |Al|=a

SLIKA 1. Funkcije, ki jih element g pribije.

Opomba 2.9. Delovanje grupe G na €2 je podano in dolo¢a ¢(g), mo¢ mnozice A
pa je poljubno nenegativno celo $tevilo, saj konéno mnozico A izberemo poljubno.

Primer 2.10. Naj bo G poljubna grupa moci n in naj G deluje sama na sebi z
desnim mnozenjem. Delovanje je torej podano s preslikavo G x G — (. Za poljubna
g,h € G velja (h,g) — hg. Za red elementa grupe vemo, da deli mo¢ grupe (po
Lagrangevem izreku). Naj ima g € G red red(g) = m, g generira ciklicno podgrupo
grupe G: (9) = {1,9,9% ...,9™ '}. Poglejmo, kako (g) razbije G. Izberemo si
poljuben h € G in poiséemo njegovo orbito A9,

(h,1) — h,
(h,g) = hg,

(h,g™ ") = hg™ "
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Lahko je videti, da hg* # hg' za k # lin 1 < kI < m — 1. Ce bi namre¢
veljalo hg* = hg', potem bi s krajsanjem dobili g*~! = 1. Brez skode za splosnost
predpostavimo & > [. Pridemo v protislovje, saj je m red grupe G, k — [ pa je
gotovo manjse od m. Torej ima orbita elementa h m elementov. Vzemimo sedaj
element &' € G — h'9. Podobno kot za h dobimo za k' orbito mo¢ m. Nadaljujemo

in ugotovimo, da (g) razbije G na 7 orbit moc¢i m. V nasih oznakah to pomeni

c(9) = 75 = 7eigy- Vstavimo v (1) in dobimo

(2) Z am i@ = () (mod n).

geG

Kongruenca velja za vse nenegativne a, saj je mo¢ kon¢ne mnozice A poljubna.

Uporabimo sedaj izpeljano kongruenco za cikli¢no grupo G prastevilske moci p.
Zaradi Lagrangeovega izreka vemo, da imamo en element reda 1 (enota) in p — 1
elementov reda p. Vstavimo v (2), da pridelamo

a’+(p—la=d"—a=0 (modp),

kar velja za vsa nenegativna cela Stevila. Do malega Fermatovega izreka nas loci
Se premislek za negativna cela Stevila. To pa ni tezko, saj za prastevilo p # 2 z
zamenjavo a za —a Vv izrazu a” — a dobimo —a” +a = —(a” — a), ki ima o¢itno spet
ostanek 0 pri deljenju s p.

Za p = 2 nas prav tako ¢aka zelo malo dela. Za sodi @ imata tako a kot a? ostanek
0 pri deljenju z 2. Za lihi @ pa imata a in a® ostanek 1 pri deljenju z 2.
Tako smo na alternativen nacin prisli do malega Fermatovega izreka.

Opomba 2.11. Z vsako izbiro grupe G dobimo z vsoto ) e a®9) polinom v spre-
menljivki a, ki je zagotovo deljiv z mocjo grupe G za vsako nenegativno celo Stevilo
a. V resnici omejitev na nenegativne a ni potrebna zaradi sledece leme.

Lema 2.12. Naj bo f polinom z racionalnimi koeficienti in denimo, da je f(a) € Z
za vsa cela Stevila a, 0 < a < d, kjer je d stopnja polinoma f. Potem je f(a) € Z
za vsa cela Stevila a.

Opomba 2.13. Lema res poskrbi za negativna cela Stevila a, saj vemo, da je
deG a®¥) deljiva z moé&jo grupe G, ko G deluje na G z desnim mnoZenjem. To
pa pomeni, da ima polinom z racionalnimi koeficienti ﬁ de o a9 za vrednosti
cela Stevila pri nenegativnih celih Stevilih. Lema nam zagotovi, da slednje velja tudi
pri negativnih celih $tevilih in je tako > e a®¥) deljiva z moéjo grupe G, ko G
deluje na G z desnim mnozenjem, tudi pri negativnih celih Stevilih.

Dokaz. Dokazujemo s pomocjo dejstva, da lahko na binomske koeficiente gledamo
kot na polinome. Binomski koeficienti so sledece oblike za nenegativna cela Stevila
m in poljubno kompleksno Stevilo X,

(X) X(X=-1)--(X—=m+1)

?

m m)

kar si lahko predstavljamo kot polinom stopnje m z racionalnimi koeficienti. Mnozica

(():vemsd
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je baza za vektorski prostor vseh polinomov stopnje najvec¢ d z racionalnimi koefici-
enti. Mnozica namre¢ vsebuje d + 1 neodvisnih polinomov (vsi so razli¢nih stopenj).
Vsak polinom f(X) v besedilu leme lahko potem zapisemo v obliki

7(X) zmzm@

kjer so koeficienti a,, racionalni. Vemo (Z) =1lin (;‘1) =0, ¢e m > n. Tako lahko
za celo Stevilo n, 0 < n < d, zapiSemo

(3) F(n) = a (g) +ay (71’) F ot (ni‘ 1> + an.

Po predpostavki je f(n) € Z za 0 < n < d, pray tako so binomski koeficienti cela
Stevila, zato z indukcijo pokazemo, da so vsi a;, 1 = 0,1, ...,n, cela stevila. Zan =0
dobimo f(0) = ay, ki je celo stevilo po predpostavki. Naj velja, da so ag, aq, ..., a,_1
cela Stevila.

Po (3) je a, = f(n)—(ao(}) +a1(}) +---+an_1(",)), kar je o¢itno spet celo stevilo.
Posplosimo Se na vsa cela Stevila a. Vemo, da so koeficienti ag, aq, . . . , ag cela Stevila
in polinom f oblike

f(a) :ao(g> +a1(?> +"'+“d—1<di1) Hd(?i)

za vsako celo Stevilo a. Torej je dovolj pokazati, da so binomski koeficienti cela
Stevila, kar za nenegativne a zZe vemo. Za negativna cela stevila a pa velja zveza:

(Z) ala- 11):'2-.(?;k+ 1)

(1) —a(—a + 1) 2 .- .(.—ka +k—1)

_ (_1)k(—a +kk: — 1)7

kar je spet celo stevilo. O

3. POSPLOSITEV STETJA ORBIT

Naslednja stvar, ki jo potrebujemo pri dokazu glavnega izreka, je posploSitev
Cauchy-Frobeniusove formule za Stetje orbit. Pomagali si bomo s pojmom A-dobrih
orbit.

Definicija 3.1. Naj bo G grupa, ki deluje na mnozici €2, in A homomorfizem iz
G v C*, tj. grupo za mnoZzenje kompleksnih stevil, C* = C — {0}. Naj bo O ena
izmed orbit, na katere delovanje grupe G razbije mnozico (2. Pravimo, da je © A-
dobra, ce je stabilizator Gy vsake tocke § € © vsebovan v jedru homomorfizma A,
tj. Gy C ker(\) za vsak 0 € O.

Izrek 3.2. Naj bo A homomorfizem iz koncne grupe G v C*. Naj G deluje na koncni
mnozici 2 in naj bo M stevilo A-dobrih orbit tega delovanja. Potem je

|G|Z)\ 9)| Fix(g)

geG

Pri dokazovanju potrebujemo Se dve lemi.
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Lema 3.3. Naj bo \ : G — C* netrivialen homomorfizem, kjer je G koncéna grupa.
Tedaj velja

@) S A(g) = 0.

geG
Dokaz. Oznacimo S = 3 _, A(g). Izberemo tak h € G, da A(h) # 1. Tak h obstaja,
ker je A netrivialen in ne preslika vseh elementov v enoto grupe za mnozenje C*, ki
je 1. Vse je jasno v naslednji vrstici:

Ah)S = A(h) Y Ag) =D Alhg) =S,
geG geG
kjer smo najprej upostevali, da je A homomorfizem, nato pa Se, da je mnozica
{hg : g € G} = G’ enaka grupi G. To je res, saj je preslikava iz G v G’, ki elementu
g priredi element hg, o¢itno bijekcija. Surjektivna je, ker je poljubni element hg v G’
slika elementa ¢ iz G. Injektivnost pa preverimo tako, da se vprasamo, kdaj imata
lahko dva elementa iz GG enaki sliki, tj. hg; = hgs. S krajSanjem z leve ugotovimo,
da le v primeru, ko sta elementa enaka. Torej razlicna elementa ne moreta imeti
enakih slik in je preslikava res injektivna. 0

Lema 3.4. Naj bo © poljubna izmed orbit, na katere razpade mnozica S pri delovanju
grupe G. Tedaj so si stabilizatorji poljubnih tock iz © izomorfni, tj. za poljubni tock:
ain B 1z © velja G, = Gp.

Opomba 3.5. Lema nam pove tudi, da so moci stabilizatorjev tock iz iste orbite
enake, |G,| = |Gg| za poljubni tocki a, 5 v orbiti.

Dokaz. Ce sta a,3 v orbiti ©, potem obstajata 91,92 € G, da velja a = fg; in
B = 0gs, kjer je 0 predstavnik orbite ©, tj. © = 0%. Izrazimo 6 iz prve enacbe in
vstavimo v drugo, da pridemo do 8 = ag; 'gs. Oznacimo g; 'gs z go in definiramo
preslikavo f : G, — Gg s predpisom f(g) = gy '9go. Preverimo, da je ta preslikava
izomorfizem.

e Dobra definiranost: pokazati ho¢emo, da je za vsak g € G, velja f(g) € G,
tj. Bf(g) = B. To drzi, saj je

B1(9) = By 990 = aggo = ago = b,
kjer smo pri prvem in tretjem enacaju upostevali povezavo med « in 3, nato
pa Se dejstvo, da je g € G,.

e Homomorfizem: f(gh) = g5 'ghgo = g5 99095 "hgo = f(9)f(h)

e Injektivnost: f(g) =1 < gy'g990=1 <= ggo=go < g = 1.

e Surjektivnost: preveriti moramo, da za vsak h € Gg obstaja g € G,, da
velja f(g) = h. Za h vemo, da je fh = . Namesto § piSemo agg in
dobimo agoh = ag oziroma agohgy ' = a. Oznacimo gohg;' = g. Potem
je f(9) = g0 ' (g0hgy ") go = h, torej je preslikava res surjektivna. Vse zahteve
za izomorfizem so tako izpolnjene.

OJ

Opomba 3.6. Ce je stabilizator neke tocke « iz orbite © vsebovan v ker(\), tj.
Ag) = 1 za vsak g € G,, so potem stabilizatorji vseh drugih tock prav tako vsebo-
vani v ker(\). Za poljubno drugo tocko /5 torej velja A(h) = 1 za vsak h € Gjg. To
je res, saj zaradi izomorfizma, ki smo ga definirali v dokazu prejsnje leme, vemo, da
je h'= gy 990 za nek go € G in posledicno A(h) = Mgy '990) = Mgo )A(9)A(90) =
Ago A (90) = Mgo 'g0) = A(1) = 1.
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Dokaz izreka 3.2. Naj bodo ©q,0,,...,0y orbite pri delovanju G na €. Naj bo
oi(g) stevilo fiksnih tock v orbiti ©;, ki jih pribije element g, torej o;(g) = |{0 € ©; :
0g = 0}|. Izberemo orbito ©; in definiramo

Si=>_ Mg)ailg).

geG

Vsoto > _~A(g)| Fix(g)|, ki nastopa v izreku, lahko zapisemo kot

N
Z S,
=1

geG

Torej zadosca pokazati, da je

S — { |G|; ¢e je ©; A-dobra

0 ; sicer.

V tem primeru namre¢ dobimo

> A9 Fix(g)| =Y 8 = M|G|,

geG i=1

kar trdi izrek. Poblize poglejmo vsoto S;. Vsako kompleksno stevilo A(g) je Steto
oi(g) krat. Drugace receno, Steto je enkrat za vsak urejen par (a, g), kjer a € 6,
g € G in ag = «. Sledi, da lahko zapisemo

Si=> > Myg)

acB; gGGa

Notranja vsota je po lemi 3.3, ki jo uporabimo na grupi G, enaka 0, ¢e A, zoZen
na G, ni trivialen homomorfizem, torej ¢e G, ni vsebovan v ker(\). V nasprotnem
primeru je enaka |G,|, saj je takrat A(g) = 1 za vse g € G,. Od prej Ze poznamo
povezavo med mocjo stabilizatorja in orbite, po lemi 3.4 in opombi potem sledi, da
je |Go| = H@—C';", ko « pretece celo orbito ©;. V primeru, ko ©; ni A-dobra orbita, tj.
G ni vsebovan v ker(M), je tako S =3 o 0=0. Ce pa je ©; A-dobra orbita, je
5 =2 ace, |Gal = 16i]|Ga| = |G]. O

Opomba 3.7. G, = {g € G : ag = a} je res grupa, saj je podgrupa grupe G.
Vsebuje namreé¢ enoto (ol = « po definiciji delovanja), inverz elementa g € G, je
tudi v G, (g = @ = a = ag™!), prav tako pa je produkt dveh elementov iz G,
spet v G, saj agh = ah = a.

Nadaljujemo s posledico izreka 3.2. Vemo zZe, da je stevilo fiksnih tock pri induci-
ranemu delovanju grupe G na mnozici S vseh preslikav iz {2 v neko kon¢no mnozico
A, |A| = a, enako a®9), kjer je c(g) stevilo orbit pri delovanju cikli¢ne grupe {g) na
Q.

Posledica 3.8. Naj bo G koncna grupa, ki deluje na koncni mnozici 2. Naj bo A
poljuben homomorfizem 1z G v C*. Potem za vsako celo stevilo a velja

(5) > Mg)a® =0 (mod |G]).

geG

Dokaz. V izreku uporabimo, da je | Fix(g)| = a®9). Torej je vsota g Ag)a“9) po
izreku 3.2 deljiva z |G|. O
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4. ARITMETICNE FUNKCIJE

Definicija 4.1. Aritmeti¢na funkcija je funkcija, ki slika iz naravnih stevil v kom-
pleksna Stevila.

4.1. Osnovno o multiplikativnih funkcijah.

Definicija 4.2. Aritmeti¢na funkcija je multiplikativna, e je

f(mn) = f(m)f(n)

za poljubni tuji si naravni Stevili m, n, tj. najvedji skupni vec¢kratnik D(m,n) = 1.

Trditev 4.3. Naj bosta f in g multiplikationi funkciji. Potem velja
(1) fgin § (g # 0) sta multiplikativni.
(2) Funkciji
n .
hn) =Y fla)g (2) in kn) =3 f(@)g(a)
aln

a
aln

sta prav tako multiplikativni.

Dokaz. (1)

(2) Vsoto razbijemo na dve vsoti, kjer upostevamo, da sta m in n tuji si stevili:

hmn) = 3" fla)g (=)

Z 5 ()

S5 oten(3)s(2)
S n (3) S ()
= h(m)h(n).
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Podobno za k:

= bz Z|: f(be)g(be)

= bZ lZ f(0)f(c)g(b)g(c)
= Fb)gd) D f(e)g(c)
= b(n;n)k'm) "

4.2. K Mobiusovi inverziji.
Lema 4.4. Mobiusova funkcija p je multiplikativna.

Dokaz. Locimo primera:

e Eno izmed Stevil m,n je enako 1, denimo m = 1. Potem

p(mn) = p(n)

e m,n>1:

(1) Tako m kot n imata v prastevilskem razcepu prastevila zastopana najvec
s potenco 1. Stevili m in n sta tuji, zato bo enako veljalo tudi za produkt
mn. Ce ima m k faktorjev v prastevilskem razcepu in n [ faktorjev, ima
potem mn v prastevilskem razcepu k + [ faktorjev. Sledi

p(m)p(n) = (=1)"(=1)" = (=1)**' = p(mn).
(2) Ce v prastevilskem razcepu m ali n nastopa prafaktor s potenco > 1,
enako velja za produkt mn. Zato je u(m)u(n) = u(mn) = 0.
0
Trditev 4.5. Uvedemo aritmeticno funkcijo v(n) := 3, p(d). Zanjo velja v(1) =
Linv(n)=0zan>2.
Dokaz. Funkcija v je multiplikativna po zgornji trditvi, kjer je f = pin g = 1, ki

sta seveda multiplikativni. ZadoSca torej poznati vrednosti v na potencah prastevil.
Za vsako naravno Stevilo namre¢ obstaja enoli¢en prastevilski razcep, zato velja

v(pyips? - phe) = v v (ps?) - v(ph).
Pri n =1 trditev drzi:

v(1) = 3 p(d) = (1) = 1.
1
Za prastevilo p pa izrac¢unamo

v(p*) =D () = p(1) + u(p) + p(p®) + -+ p(p*) = 1+ (=1)' +0+---+0=0,

dlp*
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torej je res v(n) =0 zan > 2. O
Pomembna je Mobiusova inverzna formula.

Izrek 4.6 (Mébiusova inverzija). Naj bo f aritmeticna funkcija in g(n) = 3_,,, f(d).
Potem je f(n) = ¥ u(d)g(2).

Dokaz. Vse delitelje stevila n si predstavljamo v parih. Ozna¢imo jih z
dy,d},do,d, ... dy,d;, Kjer d;d; =n, d; < d} in d;, d] pretecejo vse delitelje od 1 do
n. Potem ni tezko videti, kako v nadaljevanju zamenjamo vsoti:

> uldg (5) =S ud) > fle)
dln

dn el

=> ) uld)f(e)

din el%

=D > uld)f(e)

eln d|2
€

=> fe)> uld)
dz

eln

- S ren (2)

eln
=f(n)-1
= f(n),
kjer na koncu uporabimo ze dokazana dejstva o funkciji v. 0

Posledica 4.7. Naj bo funkcija f aritmeticna in g(n) = -, f(d) multiplikativna.
Potem je f multiplikativna.

Dokaz. Mobiusova inverzija nam da
n
- Suinn(3)
fn) ; ud)g { -
Vemo, da sta p in g multiplikativni funkciji, torej je po trditvi 4.3 tudi f multipli-
kativna. O

4.3. Inacdica glavnega izreka z Eulerjevo funkcijo.

Lema 4.8 (Gauss). Za vsako naravno Stevilo n drzi enakost

> w(d)=n

dn

Dokaz. Za vsak d, ki deli n, naj bo ng Stevilo elementov v mnozici Z,, katerih
najvecji skupni delitelj z n je enak d. Naj bo Ny C Z, mnozica vseh elementov,
katerih najvecji skupni delitelj z n je d, Ny = {k € Z,, : D(k,n) = d}. Vsak element
v Z, oc€itno pripada natanko eni izmed mnozic N4, saj je najvecji skupni delitelj en
sam. Zato velja >, [Na| = >4, na = n. 'V Ng so Stevila, ki imajo z n skupen
ravno d. Ce ta Stevila delimo z d, dobimo &tevila, ki so tuja 7 in manjsa od 7.
Torej dobimo elemente v mnozici Z*% in to kar vse. Vsak = € Z*% je namrec tuj proti

2 (D(x, %) = 1), zato je D(dx,d%) = D(dv,n) = d, torej dv € Ny Sledi, da je
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[Na| = ng = |Z3] = ¢(3) in seveda n = 3y, na = 324, 0(5) = 2 2(d), Kjer si
pri zadnjem enacaju lahko delitelje spet predstavljamo v parih (d;, d}), d;d; =n. O

(2

Primer 4.9. Naj bo n = 16. Delitelji stevila 16 so 1,2,4,8,16. Mnozice N, potem
izgledajo tako:

Ny =1{1,3,5,7,9,11,13,15}

Ny, ={2,6,10,14}

N, = {4,12}
Ns = {8}
Nig = {0} .

Ny tvorijo disjunktno razbitje Z, in |Ng| je res enaka o(%5): [Ni| = (16) = 8,
[ Na| = @(8) = 4, [Nu| = (4) = 2, |Ns| = (2) = 1, [Nig| = (1) = 1.

Posledica 4.10. FEulerjeva funkcija ¢ je multiplikativna.

Dokaz. Sledi iz posledice 4.7. V naSem primeru imamo

gn)=n=> ¢(d),

dn
torej je ¢ res multiplikativna, saj je g(n) = n o¢itno multiplikativna. O

Posledica 4.11. Za Eulerjevo funkcijo ¢ velja:

(6) o(n) = > uld)=.

dln

Dokaz. Uporabimo Mébiusovo inverzijo na Gaussovi lemi, kjer je g(n) = n. Sledi

o(n) = > uld)=.

dn

Posledica 4.12. Ce jen = H?Zl P, kjer so p; razlicna prastevila, potem je

(1) go(n):nf[ (1—l>.

d|p™
o P P
= p(L)p™ + p(p)— + p(p*) = + -+
p p
_ o P°
— p _



Upostevamo multiplikativnost funkcije ¢, da dobimo Zelen rezultat:
k
p(n) = ¢ (Hp?")
i=1

= H e (pf)

i1 Di
k k 1
SICAIER
i=1 i=1 DPi
b 1
=II(;)

0

Izrek 4.13. Naj bo a poljubno celo stevilo. Potem za vsako naravno stevilo n velja:

Zgo (g) a®=0 (mod n).

d|n

Pred dokazom potrebujemo Se sledeco trditev.

Trditev 4.14. Naj bo G ciklicna grupa reda n (lahko si jo predstavijamo kot Z,).
Potem za vsak d, ki deli n, velja, da je v G natanko o(d) elementov reda d.

Dokaz. Vemo p(d) = |{(d,7) : i < d tuj proti d}|. Oznacimo s T, podmnozico Z,
vseh elementov reda d, T, = {k € Z, : red(k) = d}. Definiramo preslikavo u :
{(d,4) : i < d tuj proti d} — Ty, (d, i) — i in pokazemo, da je bijekcija.

e Surjekcija: za vsak element k reda d velja kd = in za nek i € Ny, ¢ < n, kjer
mora biti ¢ tuj proti d, sicer bi bil red elementa k£ manjsi od d. Torej je k res
oblike i%, D(d,i) = 1.

e Injekcija: Recimo, da sta sliki elementov (d,i1), (d,i2) enaki, tj. 115 = io%.
Ocitno je to mogoce le, ¢e je i1 = 1.

O

Dokaz izreka 4.13. Naj bo G cikli¢na grupa reda n. Po izpeljani enakosti (2) lahko
zapisemo

Z QT = Z cqa® =0 (mod n) za neke koeficiente c;.

geG din

Koeficient ¢ pri a? pa je ravno enak Stevilu elementov reda %, tj. p(4) in smo
dokazali. O
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Primer 4.15. Vzamemo grupo Zig, |G| = n = 18. Poglejmo rede elementov:

red 1:0

red 2:9

red 3:6,12

red 6:3,15

red 9:2,4,8,10,14,16

red 18 :1,5,7,11,13,17.

Mo¢i mnozic elementov reda d res ustrezajo ¢(d). Za a izberemo 4 in poglejmo
vsoto v izreku:

18
d e (E) 4% = p(18)4' + p(9)4% + p(6)4% 4+ p(3)4° 4+ p(2)4° + p(1)4'8
d|18
=6-446-16+2-64+2-4096 + 1 - 262144 + 1 - 68719476736
— 68719747320

= 18- 3817763740,

torej je vsota res deljiva z 18.

5. OD KORENOV ENOTE DO DOKAZA GLAVNEGA IZREKA

5.1. Koreni enote.

Definicija 5.1. Kompleksno $tevilo z je n—ti koren enote, ¢e velja 2z = 1. Pravimo,
da je n-ti koren enote primitiven, ¢e ni ze k-ti koren enote za k = 1,2,...,n — 1,
=1, 41zak <n.

Opomba 5.2. Stevilo n-tih korenov enote je seveda n, saj smo v kompleksnih
Stevilih.

Primer 5.3. Za n = 4 dobimo korene enote 1,—1,7, —i. Korena 1, —1 nista pri-
mitivna, sta namre¢ korena enote Zze za n = 2. Korena ¢, —¢ pa sta primitivna, saj
nista korena enote za k = 1,2, 3.

Potrebovali bomo DeMoivreovo formulo.
Izrek 5.4 (DeMoivre). Za n € Z velja
(cosz +isinz)" = cos(nz) + isin(nx).

Dokaz. Dokazujemo z indukcijo. Za n = 1 izrek oc¢itno velja. Predpostavimo, da
velja za naravno Stevilo k. Pokazemo, da velja tudi za k + 1:

(cosz +isinz)**! = (cosx + isinx)"(cosx + isin )
= (cos(kx) + isin(kx))(cosx +isinzx) (indukcija)
= cos(kx) cos x — sin(kx) sin x + i(cos(kz) sin x + sin(kx) cos x)

= cos((k+ 1)z) +isin((k + 1)x) (trigonometri¢ne enakosti).
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Torej izrek velja za vsa naravna Stevila.
Za n = 0 izrek drzi, za negativna cela Stevila m pa pokazemo na naslednji nacin:

1
(cosx +isinx)?
1
cos(nz) + isin(nw)

(cosz +isinz)™ =

= cos(nx) — isin(nz)
= cos(—nx) + isin(—nz) (cos je soda, sin pa liha funkcija)
= cos(mzx) + isin(mz),

kjer je n = —m pozitivno celo stevilo. 0

SLIKA 2. n-ti koreni enote

Izrek 5.5. n-ti koreni enote, tj. kompleksna Stevila z, ki ustrezajo enacbi 2" =1, n
naravno Stevilo, so oblike

cos <2k—ﬁ>+@'sin(%—w),k20,1,...,n—1.
n n
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Dokaz. Za k=0,1,...,n—1 so ta Stevila razli¢na, po DeMoivreovi formuli vemo

2 2 "
(cos (ﬂ) + isin (ﬂ>) = cos(2km) + isin(2k7) = 1.

n n
U

Opomba 5.6. Ce n-te korene enote predstavimo v kompleksni ravnini, tvorijo pra-
vilen n-kotnik.

Trditev 5.7. n-ti koreni enote sestavljajo grupo za mnoZenje.

Dokaz. Preverimo vse zahtevane pogoje za grupo:

e Imamo enoto, to je Stevilo 1, ki ustreza Stevilu cos (2’”) + 4 sin (2’”) pri
k= 0.

e Zaprtost za mnozenje:

(on (507) =1 (55)) (o (57 00 (555)
cos + % sin cos 1 sin
n n
(2]43171') (21{3271') . <2]€17T) . (21{3271')
= oS cos — sin sin
n n
( (2]6171') . (2]{327(’) . <2k’171') 2 )>
cos Sin + sin
n
2
( (k1 + ko)m ) isin( (ky + ko) )7
n
kar je zaradi periodiénosti funkcij cos in sin vedno element grupe n-tih ko-
renov enote.

e Asociativnost velja, saj je navadno mnozenje Stevil asociativno.
e Inverz elementa cos(2%) + isin(2:7) je element cos(@) + i sin(
ki je tudi v grupi.

2(nfk)71')

O

Lema 5.8. Za vsako naravno stevilo n je vsota vseh n-tih primitivnih korenov enote
v C enaka p(n).

Dokaz. Ozna¢imo s F'(n) vsoto vseh primitivnih korenov enote v C in z G(n) vsoto
vseh n-tih korenov enote v C. Ce je z n-ti koren enote, je gotovo primitiven koren
za nek m, kjer m|n. Obratno, vsak primitiven m-ti koren, m|n, je tudi n-ti koren
enote, saj 1 = (1)m = (2™)m = z". Zato lahko zapiSemo naslednjo enakost

=2 _F(m)
mln
Na tej enakosti uporabimo Mobiusovo inverzno formulo, da dobimo
n
0 Fln) = 3 u(m)G(~
mln

Vemo, da n-ti koreni enote v kompleksni ravnini predstavljajo oglis¢a pravilnega
n-kotnika. Vidimo, da velja G(1) = 1 (o¢itno) in G(n) = 0 za n > 1. Slednje
lahko pokazemo na alternativen nacin, in sicer kot posledico enakosti (4). Za G
v besedilu leme, ki nam poda to enakost, vzamemo grupo n-tih korenov enote, za
homomorfizem A pa izberemo kar identiteto, A(z) = z. Ta homomorfizem ni trivialen
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za n > 1. Imamo vse potrebne predpostavke, da lahko lemo uporabimo in za n > 1

res dobimo
> " Mg) =G(n) =0.
geG

Sedaj se (8) poenostavi v

in smo kondali. O

Imamo vse potrebno za dokaz glavnega izreka.

5.2. Dokaz glavnega izreka.

Dokaz izreka 1.14. Naj bo G grupa vseh n-tih korenov enote v C in naj bo homo-
morfizem A\ : G — C* identiteta. Za mnozico {2 izberemo G in naj G deluje na §2
z desnim mnoienjem Grupa G je ciklicna, saj je denimo generirana z elementom
cos(2) + ¢ sin(2%). Spomnimo se, da je v tem primeru Stevilo orbit pri delovanju G
na Q' c(g) = d, ¢e je g element reda 5. Vrnimo se k posledici 3.8, ki pravi

D Mg)a®™ =0 (mod |G|)
geG

in premislimo o koeficientu, ki nastopa pred a®¥) = a¢. V njem nastopajo sesteti

cleni A(g1), A(g2), .., A(gk), k < n, kjer so g1, ga, . .., gr elementi reda %. Homomor-
fizem X pa je identiteta, zato je koeficient pred a? ravno g, + go + - + gk, kjer so
g1, 92 - - -, gk elementi reda % v grupi G n-tih korenov enote. To pa so seveda Z-ti

primitivni koreni enote, saj velja gﬁ =1,¢#0zl < % po definiciji reda elementa.
Po zgornji lemi je tako koeficient pred a? enak p(%5). Kongruenca v posledici se

potem glasi
n\ a4 _
Z,u <E> a®=0 (mod n),
dln
kar trdi nas glavni izrek. O

Tako smo z nekoliko manj razsirjeno tehniko pokazali napomembnejsi del mo-
jega diplomskega seminarja. Kot zanimivost pa bom podal Se dokaz brez znanja o
delovanjih grup.

Alternativni dokaz izreka 1.14. Najprej dokazemo za Stevila n, ki so potence praste-

k
Zu( )a =a” — o

vil, n = p”.
d|p*

— apk’l(&p’“*l(pfl) —1)

Po (7) vemo p*(1 — 119) = ¢(pr), torej



Ce je a tuj proti p (posledi¢no proti p*), nam Eulerjev izrek pove
a?®) —1=0 (mod p*).

Ce pa a ni tuj proti p, potem pla in seveda pk]apkfl, saj k < p*~! za vsak k in vsak
p. Za k =1 velja 1 < 1, nadaljujemo z indukcijo na k. Naj neenakost velja za k,
potem velja tudi za k + 1.

P =P 2 kp > k1
saj p > 2. Torej v vsakem primeru res drzi
i
Zu (%) a®=0 (mod p*).
d|p*

Spopademo se Se s splosnim n. Ce je p prastevilo, ki deli n, lahko zapigemo n = pFm,
kjer sta p in m tuja. To lahko naredimo za vsako prastevilo, ki deli n, zato zadosca
pokazati, da

din
Racunamo
k
Su(i)e = )
dln d|pkm
pkm de
E ()
m pF .
=%§N(5>“<z «t
m pk) de
=) nl—= u(— a
d|zm <d>§ e
k
=S () (%) @ o,
dlm elpk

ampak za potence prastevil Ze vemo, da p” res deli Ze| ok ,u(p;)ae za vsako celo stevilo

a, torej tudi za a. Vsak ¢len vsote (*) je potem deljiv s p* in tako p*| > djn p(%)a.
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