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Hilbertovi aksiomi ravninske evklidske geometrije

POVZETEK

Evklidovi Elementi so bili temelj aksiomatike v geometriji dobrih 2000 let. Sele v
19. stoletju je David Hilbert zapolnil obstojece primankljaje in jih zapisal v jeziku
moderne geometrije ter tako postavil aksiomatske temelje danasnje geometrije.

Ze kot osnovnosolci se sre¢amo s pojmom ploséine, geometrijskimi liki in formu-
lami, celo Pitagorovim izrekom. Pa vendar se samo nauc¢imo njihove uporabe, zakaj
jih sploh ,,smemo” uporabiti, pa se kasneje navadno ne sprasujemo, pa¢ pa naucene
,O0Citne resnice” hitro vzamemo za znana dejstva.

Namen mojega dela diplomskega seminarja je pokazati, kako samo z uporabo aksi-
omov resnicno zgradimo nekatere ze tako dolgo poznane trditve. Najprej predstavim
skupine aksiomov, ki nam zagotovijo osnovne elemente geometrije z razlicnimi rela-
cijami med njimi, definiram razlicne ravnine in dokazem nekatere osnovne trditve.
Na koncu predstavim Se plosc¢ino in dokaza za Pitagorov izrek ter izracun ploscine
poljubnega trikotnika.

Hilbert’s Axioms for Plane Geometry

ABSTRACT

Euclid’s Elements were the foundation of geometry for over 2000 years. It was not
until the 19th century that David Hilbert filled the missing gaps and contributed
substantially to the establishment of the formalistic foundations of geometry.

As children we meet with basic mathematical formulas and other geometric rules,
but we don’t in fact know why we can use them. The purpose of my work is to show
how to build some of those basic theorems using only axioms.

First I introduce groups of axioms which give us the basics elements of geometry,
then define different planes and at the end we tackle the concept of area, Pythagorean
and some other theorems.

Math. Subj. Class. (2010): 51-01, 51-03, 01A20, 01A55
Kljucne besede: tocka, premica, Hilbertova ravnina, Evklidova ravnina, trikotnik,
ploscina
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1. ZGODOVINA GEOMETRIJE

Geometrija je ena od najstarejSih vej matematike, saj se je zacela razvijati ze v
casu starih kultur, ki so jo potrebovale iz ¢isto prakticnih razlogov. Vecina naj-
starejsih civilizacij je nastala ob velikih rekah: kitajska civilizacija ob Rumeni reki,
mezopotamska ob Evfratu in Tigrisu, egipcanska ob Nilu in podobno. Ob vsakole-
tnih poplavah so se zabrisale meje med posameznimi obmocji, ki jih je bilo potrebno
obnoviti in tako so zaceli meriti, risati in racunati.

Prvi, ki so geometrijo zaceli obravnavati na bolj znanstven nacin, so bili starogrski
matematiki, ki so uvedli abstrakcijo ter pojma trditve in dokaza. Eden izmed njih je
bil Tales iz Mileta, ki je iz svojih trgovskih potovanj po Mali Aziji in Egiptu prinesel
znanje o geometriji v Gréijo. Verjetno najpomembnejsi starogrski matematik pa je
bil Evklid iz Aleksandrije (mesto v danasnjem Egiptu ob Sredozemskem morju).

1.1. Evklid. Okoli leta 300 pr. n. 8. je napisal znano delo Elementi, ki obsega 13
zvezkov in je dobrih 2000 let veljalo za temelj aksiomatike v geometriji, ki se ga
ostali matematiki niso drznili spreminjati. Tudi sicer veljajo Elementi za najpo-
membnejse znanstveno delo in zasedajo kar drugo mesto, takoj za Svetim pismom,
po stevilu tiskanih izdaj v razli¢nih jezikih. Napisani so v starogrscini, matematicna
terminologija, kot jo poznamo danes (pojmi kot so premica, daljica, ... ), pa Se ni
bila izdelana (tocko je Evklid definiral kot ,tisto, kar nima delov”). Vseeno pa je
slog pisanja zelo sodoben. Zgradba se za¢ne z definicijami in aksiomi, Sele tem pa
sledijo izreki, ki jih je potrebno dokazati, kar velja za standard tudi danes.

Oglejmo si pet Evklidovih postulatov (v sodobnem jeziku), ki so tako dolgo ostali
temelj aksiomatike v geometriji:

(1) Skozi poljubni dve tocki poteka natanko ena premica.

(2) Premica je neomejena.

(3) Za vsako daljico obstaja kroznica, ki ima to daljico za polmer in eno od
krajis¢ za sredisce.

(4) Vsi pravi koti so skladni.

(5) Ce poljubni dve premici sekamo s tretjo (presec¢nico) in je vsota notranjih
kotov na eni strani prese¢nice manjsa od dveh pravih kotov, potem se dani
premici sekata na tej strani presecnice.

Peti postulat je veliko bolj poznan v ekvivalentni obliki kot aksiom o vzpo-
rednici, ki so ga formulirali kasnejsi matematiki in pravi:

(5”) Skozi poljubno tocko T, ki ne lezi na premici p, poteka natanko ena vzpore-
dnica k premici p.

1.1.1. FEwvklidska in neevklidske geometrije. Ravno aksiom o vzporednici je pritegnil
najvec¢ zanimanja matematikov, saj za razliko od ostalih ni tako geometrijsko oc¢iten
in zato so se matematiki razlicnih ¢asovnih obdobij dolgo trudili, da bi pokazali
njegovo nepotrebnost (ga izpeljali iz ostalih aksiomov). Okoli leta 1800 pa sta
madzarski matematik Janos Bolyai in ruski matematik Nikolaj Lobacevski, neodvi-
sno drug od drugega, odkrila neevklidske geometrije. Kot prva sta si upala objaviti,
da aksiomatski sestav s prvimi Stirimi aksiomi in negacijo aksioma o vzporednici
(skozi dano tocko, ki ne lezi na dani premici, poteka ve¢ vzporednic k tej premici)
predstavlja novo geometrijo, ki se ne sklada z evklidsko, pa kljub temu ni protislovna.
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2. DAvVID HILBERT

Sele v 19. stoletju se je nagel nekdo, ki si je upal 2000 let stare aksiome posodobiti
in zapolniti Evklidove vrzeli. To je bil moz, ki je ogromno prispeval k matematiki
na mnogih razlicnih podroc¢jih, Nemec David Hilbert. Rodil se je v casu nemskega
nacionalizma leta 1862, umrl pa je leta 1943. Svoje znanstveno delo je zacel na
podrocju teorije invariant, v grobem pa lahko njegovo delo razdelimo Se na pet po-
drocij oziroma obdobij, ki so sledila: algebrai¢na teorija Stevil, osnove geometrije,
analiza, teoreticna fizika in osnove matematike.

Hilbert je bil preprican, da je vsak matemati¢ni problem resljiv in s temi besedami
je tudi zacel nagovor matematikom na drugem mednarodnem kongresu v Parizu, leta
1900, kjer je postavil svoj znameniti izbor 23-ih problemov, ki so imeli precejSen vpliv
na matematiko 20. stoletja, nekateri od njih pa ostajajo odprti e danes. [4, David
Hilbert]

2.1. Osnove geometrije. Hilbert se je z geometrijo ukvarjal v obdobju 1899-1903.
Ze leta 1899 je napisal knjigo z naslovom Osnove geometrije (Grundlagen der Geo-
metrie), ki je postala njegovo najbolj znano delo.

Takrat strogi aksiomatski temelji geometrije Se niso bili postavljeni in ve¢ kot
2000 let stari Evklidovi postulati niso ve¢ zadoscali modernim merilom znanosti.
To se je s Hilbertovim delom spremenilo in tudi geometrija je dobila svojo strogo
aksiomaticno osnovo.

Delo se zatne z obravnavo osnovnih geometrijskih objektov: tocke, premice in
ravnine ter relacij med njimi: biti na, med, biti skladen, vzporeden in zvezen. Nato
postavi sistem 21-ih aksiomov, za katerega zahteva popolnost (vsi izreki teorije mo-
rajo biti izvedljivi z logi¢nim premislekom le iz sistema aksiomov), neodvisnost (¢e iz
sistema odstranimo poljuben aksiom, potem obstaja izrek, ki ga ne moremo vec¢ do-
kazati) in neprotislovnost (iz sistema aksiomov ne moremo z logi¢nim premislekom
priti do protislovja).

2.2. Sistem aksiomov. Hilbert poda tudi aksiome geometrije v prostoru, vendar
pa se bom sama omejila le na ravninsko geometrijo in zato navedla le aksiome
ravninske geometrije.

Osnovni gradnik ravninske in prostorske geometrije je tocka. Naj bo P mnozica
tock in L C 2P mnozica premic.

Po vzoru Evklidovih petih postulatov je tudi Hilbert razdelil aksiome v pet glav-
nih skupin.

(A) Aksiomi pripadnosti

(1) Za vsaki dve razli¢ni tocki A in B obstaja natanko ena premica, ki ju vsebuje.

(2) Vsaka premica vsebuje vsaj dve tocki.

(3) Obstajajo vsaj tri tocke, ki ne lezijo na isti premici. Te tocke popolnoma
doloc¢ajo ravnino.

(B) Aksiomi ureditve

Sledeci aksiomi govorijo o relaciji ,,biti med”, ki pa ni vedno smiselna za vse
geometrije, saj ni nujno, da so vsi elementi med seboj primerljivi.
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Vpeljemo relacijo RC Px Px P: AxBx(C < (A, B,C) € R in preberemo: B
lezi med A in C.

Aksiomi te skupine so:

(1) Ce velja A BxC', potem so A, B, C tri razliéne tocke na neki skupni premici,
za katere velja tudi C' x B x A.

(2) Za dani razliéni tocki A in B obstaja tocka C, da velja A* B x C.

(3) Ce so A, B, C razliéne tocke na skupni premici, potem zanje velja natanko
ena od izjav: Ax BxC,BxCx A, Cx AxB.

(4) Naj bodo A, B, C' razlicne nekolinearne tocke in p premica, ki ne vsebuje
nobene od teh tock. Ce tocka D lezi na p in velja A * D % B, potem velja
natanko ena od izjav: obstaja tudi tocka E na p, da velja B x E x C' ali pa
obstaja tocka F' na p, da velja A x F' x C, vendar pa nikoli obe hkrati.

S pomocjo ureditve vpeljemo pojma daljice: AB = {A, B} | J{C; A * C % B} in
poltraka: AB = AB U{C; A% BxC}. Totko A imenujemo izhodisée poltraka. Ce
tocke A, B, C ne lezijo na isti premici, definiramo kot Z/BAC: /BAC = xﬁ U E

Ko imamo dane tri tocke A, B, C, ki ne lezijo na isti premici, vsak par tock doloca

svojo premico. Trikotnik ABC' je podmnozica ravnine, ki vsebuje daljice AB, AC' in
BC.

Ce za tocke A, B, C' vzamemo oglisc¢a trikotnika, ¢etrti aksiom ureditve pove: ce
premica seka katero od stranic trikotnika in ne poteka skozi nobeno oglisce, potem
seka natanko dve njegovi stranici.

2.2.1. Delitev ravnine.

Trditev 2.1. Poljubna premica p v Hilbertovi ravnini (tocke in premice zadoséajo
aksiomom pripadnosti, ureditve in skladnosti) razdeli to ravnino na dve polravnini z
lastnostma:

(1) Izbrani tocki A, B ¢ p lezita v isti polravnini natanko tedaj, ko daljica AB
ne seka premice p.

(2) Izbrani tocki A,C ¢ p lezita vsaka v svoji polravnini natanko tedaj, ko se
daljica AC' in premica p sekata v eni skupni tockz.

A

T
—




Dokaz. Definirajmo relacijo ~ kot: A ~ B, ¢e je A = B ali ¢e daljica AB ne seka
premice p.
To je ekvivalencna relacija:
(1) Refleksivnost je ocitna, saj je A = A, torej po definiciji A ~ A.
(2) Simetri¢nost: Ce je A v relaciji z B, potem je tudi B v relaciji z A, saj vrstni
red krajis¢ v definiciji daljice ni pomemben (B1).
(3) Tranzitivnost: Veljati mora: ¢e je A v relaciji z B in je B v relaciji s C,
potem je tudi A v relaciji s C.
Loc¢imo dva primera.

e Tocke A, B, C' so nekolinearne: Ker je A v relaciji z B in B v relaciji
s C', premica p nima skupnih tock z daljicama AB in BC. Po cetrtem
aksiomu ureditve mora premica, ki seka katero od trikotnikovih stranic,
sekati natanko dve njegovi stranici. Ker so tocke A, B, C' nekolinearne,

tvorijo trikotnik in po aksiomu (B4) premica p ne seka daljice AC, torej
jeres A~ C.

p- B
/

e Tocke A, B,C' so kolinearne in vse lezijo na premici q. Ker izbrane
tocke po predpostavki ne lezijo na premici p, sta p in ¢ razliéni premici,
ki imata lahko najve¢ eno skupno tocko (¢e bi imeli dve skupni tocki,
potem po prvem aksiomu pripadnosti obstaja natanko ena premica, ki
ti dve tocki vsebuje, torej p = ¢). Po drugem aksiomu pripadnosti vsaka
premica vsebuje vsaj dve tocki. Torej mora obstajati tocka D € p, ki
ne lezi na ¢q. Po drugem aksiomu ureditve lahko najdemo tocko FE, da
bo veljalo D x A x E, ki so po prvem aksiomu ureditve kolinearne. Ker
A ¢ p,tudi E ¢ p in daljica AE ne seka premice p (Ce bi jo, bi bilo to
presecisce tocka D, ki pa po konstrukeiji ne lezi med A in F). Tocka E
prav tako ne lezi na ¢, saj bi bila v tem primeru premica skozi A in E
enaka ¢ in bi torej tudi tocka D lezala na ¢, kar pa ne drzi. Torej so A, B
in F tri nekolinearne tocke in po ze dokazanem iz A ~ F A A ~ B sledi
B ~ E. Ce uporabimo zgoraj dokazano e enkrat, iz B ~ EAB ~ C
zakljuéimo C' ~ E. Ker so tudi A, C, E nekolinearne, iz A ~ EAC ~ E
sledi A ~ C, kot smo zeleli in ~ je res ekvivalencna relacija.




Ekvivalen¢na relacija na mnozici deli to mnozico na disjunktne ekvivalencne ra-
zrede. Pokazati moramo, da nasSa relacija ~ dolo¢a natanko dva ekvivalen¢na ra-
zreda. Ce torej daljica AC seka p, tocki A in C nista v relaciji in pripadata razli¢nima
ekvivalenénima razredoma.

Po tretjem aksiomu pripadnosti obstaja tocka A, ki ne lezi na premici p, torej
obstaja vsaj en ekvivalen¢ni razred. Naj bo D poljubna tocka na p. Zaradi (B2)
lahko izberemo tocko C', da bo veljalo A * D * C' in zato A ni v relaciji s C. Torej
sta ekvivalenéna razreda vsaj dva. Pokazimo, da jih ve¢ ne more biti. Ce torej A ni
v relaciji s C' in B ni v relaciji s C', potem sta A in B tocki istega ekvivalen¢nega
razreda:

e Ce so A, B, C nekolinearne, tvorijo trikotnik. Ce A ni v relaciji s C, daljica
AC' po definiciji seka p. Analogno daljica BC' seka p. Po ¢etrtem aksiomu
ureditve potem daljica AB ne more sekati premice p, torej je res A ~ B.

e Naj bodo sedaj A, B, C' kolinearne in naj lezijo na premici ¢q. Kot prej v do-
kazu tranzitivnosti izberimo D € p, ki ne lezi na ¢q. Spet lahko po aksiomih
ureditve izberemo tako tocko E, da velja D % A * E in po ze dokazanem je
A v relaciji z E. Po predpostavki A ni v relaciji s C' in zaradi tranzitivnosti
tudi C' ni v relaciji z E. Tocke B, C in E so nekolinearne ter £ in B nista v
relaciji s C. Torej sta v relaciji med seboj, kar pomeni B ~ E. Tranzitivnost
nam da zeljeni rezultat A ~ B.

wl

2.2.2. Delitev premice.

Trditev 2.2. Naj bo A tocka na premici p. Potem lahko mnoZico vseh ostalih tock
na tej premici razdelimo na dve ,strani” premice glede na tocko A, natancneje v dve
neprazni podmnozici Sy in Sz, da velja:

(1) Tocki B in C sta na isti strani premice glede na A natanko tedaj, ko A ne
lezi na daljici BC'.

(2) Tocki B in D sta na razlicnih straneh premice glede na A natanko tedaj, ko
A lezi na daljici BD.

Dokaz. Naj bo dana premica p in na njej tocka A. Po (A3) obstaja tocka E, ki ne
lezi na p. Naj bo [ premica skozi A in E. Po prejsnji trditvi [ deli ravnino na dva
dela S} in S%. Definiramo S in Sy kot presek S} in S} s premico p in dobimo iskano
delitev. Ker po (A2) obstaja tocka B na p, razlicna od A in po (B2) obstaja tocka
D, da velja B x A x D, ki je torej na nasprotni strani kot B, sta obe podmnozici
neprazni. 0



Posledica 2.3. Naj bosta A in B razlicni tocki na premici p in naj bo poltrak
AB* = {A}U{C ; Cin B sta na isti strani premice p glede na A}. Potem velja:
AL = A

Dokaz. Po definiciji je AB = ABU{C; A% BxC}. Videti zelimo, da je AB C AB".

Ocitno je B € 1@* Videti hocemo se, daiz AxCx B ali Ax Bx(C sledi C € @*
To pa sledi iz aksioma (B3), definicije daljice in iz tocke (1) trditve 2.2. Potrebujemo
Se vsebovanost v drugo smer, AB* C AB. Res, ¢e sta B in C na isti strani premice
glede na A in C' # B, potem po aksiomu (B3) velja A+ C x B ali A% Bx*C. O

Trditev 2.4. Naj bo ZBAC dani kot in D njegova notranja toéka (tj. D in C' lezita
na isti strani premice AB ter B in D leZita na isti strani premice AC'). Potem se

poltrak 1@ in daljica BC' sekata.

Dokaz. Pokazati zelimo, da premica, ki poteka skozi eno od trikotnikovih oglis¢, seka
nasprotno stranico.

l

i & m

Naj bo [ premica skozi A in B, m premica skozi A in C' ter n premica skozi A in
D (A1). Po (B2) lahko izberemo tocko E na m, tako da velja £ x A * C. Sedaj n
seka stranico E'C' trikotnika BC'E v tocki A.

B ne lezi na n, saj bi v tem primeru n in [ imeli dve skupni tocki in bi bili po
(A1) enaki. Ce pokazemo, da n ne seka stranice EB, mora po (B4) sekati stranico
BC.

Stranica E B ima s premico [ skupno krajisce B, torej vse ostale tocke daljice £ B
lezijo na isti strani premice [. C je po konstrukciji na nasprotni strani premice [ kot
E. Po trditvi 2.1 vse tocke daljice EB, razen B, lezijo na nasprotni strani [ kot C'

Ker je D notranja tocka kota ZBAC, so vse tocke daljice AD (razen A) na isti

strani premice [ kot C'. Torej poltrak E in stranica £ B nimata skupnih tock.

l
D n

1&@

Podobno ima E B s premico m skupno le krajisce E, vse ostale tocke pa lezijo na
isti strani premice. Na enak nacin kot prej pokazemo, da daljica EB in poltrak z
izhodiscem v A, katerega vse ostale tocke lezijo na nasprotni strani premice n kot D
glede na A, nimata skupnih tock. Torej premica n ne seka £'B in mora po aksiomu
(B4) sekati BC. Oznacimo to presecisce s tocko F. Ker B in F' lezita na isti strani
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premice m, pravtako pa tudi toc¢ki B in D, sta po trditvi (2.1) tudi D in F' obe na
isti strani premice m. Ker tocka A lezi na m, morata biti D in F’ obe na isti strani

premice n glede na A, oziroma F' je tocka na poltraku E O

(C) Aksiomi skladnosti
Vpeljemo relacijo R na mnozici daljic: AB = CD < (AB,CD) € R z lastnostmi:

Aksiomi skladnosti za daljice:

(1) Za dano daljico AB in poltrak r z izhodis¢em v tocki C' obstaja tocno
dolo¢ena tocka D na poltraku r, da velja C'D = AB.

(2) Ceje AB=CD in AB = EF, potem je CD = EF. Vsak odsek je skladen
s samim seboj. (Skladnost daljic je ekvivalenéna relacija.)

(3) Ceza Ax BxC in A’ x B' + C' velja AB =~ A'B’ in BC = B'C’, potem velja
tudi AC = A'C’.

Definicija 2.5. Naj bosta AB in C'D dani daljici in p premica skozi A in B. Naj
bo r poltrak na premici p z izhodiséem v B in vsemi tistimi tockami, ki lezijo na
nasprotni strani premice p kot A glede na B. Naj bo E taka tocka na r, da velja
CD = BFE (obstaja po (Cl)). Pravimo, da je daljica AE vsota daljic AB in C'D.
Pisemo AE = AB + CD.

Trditev 2.6. Naj bosta dana para skladnih daljic AB = A'B" in CD = C'D'. Potem
velja: AB+ CD = AB' + C'D’, torej sestevanje skladnih daljic ohranja skladnost.

Dokaz. Naj bo E’ tocka na premici skozi A’B’, ki definira vsoto A’E’ = A’B'+C'D’.
Tocka E po konstrukciji vsote AB + CD lezi na nasprotni strani tocke B kot A.
Analogno velja za E': A" x B’ x E'. Po predpostavki je AB = A’'B’ in CD = C'D’
ter po konstrukciji tock E in E' se CD = BE ter C'D" = B'E’. Ker je skladnost
daljic ekvivalen¢na relacija, je tudi BE = B'E’ in po (C3) sledi AE = A'FE'. O

Trditev 2.7. Naj bodo A, B,C tocke na premici p, za katere velja A x B x C in
E, F tocki na poltraku z izhodiscem v D, ki ne lezi na p. Ce velja AB = DFE in
AC = DF, potem E lezi med D in F in je BC = EF. Daljica BC predstavlja
razliko odsekov, tj. BC' = AC' — AB.

Dokaz. Naj bo F' tocka na premici skozi D in E in sicer na nasprotni strani kot D
glede na E in naj velja BC' = EF’. Potem po (C3) iz AB = DFE in BC = EF'
sledi AC' = DF’. Ker tocke D, E, F' po predpostavki vse lezijo na isti premici in je
F’ na isti premici kot F in D, sta tudi F' in F’ na isti premici in AC = DF'. Torej
morata biti ' in F” enaki (C1 in C2). E res lezi med D in F in BC = EF. O

Definicija 2.8. Naj bosta AB in C'D dani daljici. Recemo, da je AB krajsa od
CD in piSemo AB < CD, e obstaja taka tocka E med C in D, da velja AB = CE.
Hkrati je daljica C'D daljsa od AB, tj. CD > AB.

Lema 2.9. Naj za tocke A, B,C, D, ki leZijo na isti premici, velja A x C x D in
Ax BxC. Potem velja tudi BxC x D in Ax BxD.

A B C D
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Dokaz. (1) Iz A« B+ Cin AxC % D sledi B+ C % D: Tocki A in B sta na isti
strani premice glede na C' ter A in D sta na nasprotnih straneh glede na C|
torej sta B in D na nasprotnih straneh premice glede na C'.

(2) Iz Ax BxC in A*xC x D sledi Ax Bx* D: Tocki B in D sta na isti strani
premice glede na A, torej velja Ax B+ D ali A+ D« B. Ce velja Ax D x B
iz Ax B« C sledi, da sta tocki C' in D na nasprotni strani premice glede na
B, torej C' * B x D, kar pa je v prostislovju z B x C % D, ki velja po (1) in
enoli¢nostjo v (B3). Torej B lezi med A in D.

O

Trditev 2.10. (1) Za dana para skladnih daljic AB = A'B’" in CD = C'D’ je
AB < CD natanko tedaj, ko je A’B' < C'D’.
(2) Relacija < doloc¢a urejenost daljic do skladnosti natancno:
(a) Ceje AB < CD inCD < EF, potem je AB < EF.
(b) Za dani daljici AB,CD wvelja natanko ena od trditev: AB < CD,AB =
CD,AB > CD.

Dokaz. (1) Naj bosta dana para skladnih daljic AB =2 A’B’ in CD = C'D’. Re-
cimo, da velja AB < C'D. Potem obstaja taka tocka F, daje AB = CFE in CxExD.

o—0
A B
C E D

Naj bo E’ tako izbrana tocka na poltraku CTD>’, da je CE = C'E'. Po trditvi
2.7je C"x E'« D'. Zaradi tranzitivnosti relacije skladnosti je A’B" = C'E’, torej je
AB <C'D'.

Dokaz v nasprotno smer poteka enako, le da za zacetno predpostavko vzamemo
AB <C'D'.

(2a) Naj bo AB < CD in CD < EF'. Potem po definiciji obstajata tocka X na
CD (tj. Cx X xD),daje AB=ZCX inY na EF (tj. ExY xF),daje CD = EY.

o—0

A B

o —————9O

C X D

¢ ——— o — 9
E Z Y F

Naj bo Z taka tocka na poltraku ﬁ, da velja CX = EZ. Po trditvi 2.7 je
ExZ %Y in po lemi 2.9 velja tudi F % Z % F. Ker je skladnost daljic ekvivalencna
relacija (po C2), velja AB = EZ. Torej je res AB < EF.

2b) Naj bosta dani daljici AB in C'D ter enoli¢no dolocena tocka F na poltraku

CD, da velja AB = CE. Potem velja ena od moznosti: D = E, CxExD, CxDxE
(D * C' % E ne more biti, ker D in E lezita na isti strani premice glede na C), kar
pomeni, da je AB = CD ali AB < CD ali paje AB>CD. !

Definicija 2.11. Dva razli¢na trikotnika sta skladna, ¢e imata paroma skladne vse
stranice in vse kote.

Aksiomi skladnosti za kote:

11
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(4) Za dani kot ZBAC' in poltrak A’C" obstaja toéno dolo¢en poltrak A’B’ na
izbrani strani premice A'C’, da velja /BAC = /B'A'C".
(5) Za poljubne tri kote o, 8,y velja: ¢e je a = fin a = 7, potem je § = 7. Vsak
kot je skladen s samim seboj. (Skladnost kotov je ekvivalen¢na relacija.)
(6) Ce za trikotnika ABC in A’B'C" velja AB = A'B’ in AC = A'C’ ter
/BAC = /B'A'C’, potem velja tudi ZABC =2 /A'B'C', /ACB = /A C'B’
in BC = B'C’". Torej sta trikotnika skladna.

Definicija 2.12. Tocke in premice, ki zadoscajo aksiomom prvih treh skupin, tvorijo
Hilbertovo ravnino.

Definicija 2.13. Naj bo dan kot ZBAC in D tocka na premici skozi A in C, ki lezi
na nasprotni strani premice glede na A kot C'. Potem sta kota Z/BAC in Z/BAD
suplementarna.

B

D A C

Trditev 2.14. Naj bosta kota ZBAC in ZBAD suplementarna ter pravtako kota
LB'A'C" in LB'A'D'. Ce je kot ZBAC skladen z Z/B'A'C’, potem je tudi £ BAD
skladen z Z/B'A'D’.

Dokaz. Nadomestimo najprej tocke B’,C’, D’ s poljubnimi drugimi toc¢kami na teh
poltrakih in ponovno izberimo tocke B’, C’, D’ tako, da bo AB = A’'B’', AC = A'C"
in AD = A’D’. Dodajmo daljice BC, BD, B’C" in B'D’.

B B

D A c D A C’

Ce si najprej ogledamo trikotnika ABC in A'B'C’, vidimo, da imata skladni
stranici AB = A'B', AC = A’C’ in po predpostavki tudi kot med njima, /BAC =
LB'A'C'. Torej sta po (C6) trikotnika skladna. Oglejmo si vecja trikotnika BC'D
in B'C'D’: ker je AC = A'C"in AD = A'D' ter CxAx D , C"« A'x D" iz (C3) sledi,
da sta tudi stranici C'D in C'D’ skladni. Zaradi prejsnjega koraka je BC = B'C’
in /ZBCA = /B'C'"A’. Ponovno uporabimo (C6), ki nam da skladnost trikotnikov
BCD in B'C'"D’. Ce pokazemo $e skladnost trikotnikov BDA in B'D'A’, s tem
dobimo skladnost kotov ZBAD, Z/B’'A’D’ in dokaz je koncan.

Po pravkar dokazanem je BD = B'D' in /BDA = /B'D’A’ ter po predpostavki
DA = D'A". Ponovna uporaba aksioma (C6) nam da zeljeni rezultat. O

Definicija 2.15. Notranjost kota ZBAC' je mnozica vseh takih tock D, za katere
velja: D in C sta na isti strani premice AB ter B in D sta na isti strani premice
AC.

Notranjost trikotnika ABC' je mnozica tistih tock, ki hkrati lezijo v notranjosti
kotov ZBAC, ZABC, ZACB.

Definicija 2.16. Ce je tocka D v notranjosti kota ZBAC, pravimo, da je poltrak
E v notranjosti kota ZBAD.
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Ce je E poltrak v notranjosti kota ZBAC', pravimo, da je ZBAC wvsota kotov
/BAD in Z/DAC.

Trditev 2.17. Naj bo ZBAC dani kot in E poltrak v nj@)@' notrﬂgosti. Naj
bo LD'AC' = /DAC,/B'AD" = /BAD ter naj pﬂaka_A)’B’ in A'C" lezita na
nasprotnih straneh premice A&) Potem poltraka A'B’', A'C" tvorita kot in velja
LB'A'C" =2 £/BAC. Poltrak A’D' lezi v notranjosti kota £B'A'C’'. Pravimo, da

sestevanje skladnih kotov ohranja skladnost.

Dokaz. Povezimo tocki B in C, da dobimo trikotnik BAC'. Potem mora po trditvi

2.4 poltrak E sekati stranico BC. Naj bo tocka D od sedaj naprej to presecisce.
Torej tocke B, D, C lezijo na skupni premici in D lezi med B in C'. Nadomestimo
sedaj tocke B’,C’, D' z novimi na istih poltrakih, da bo veljalo: AB =2 A'B', AC' =
A'C',AD =2 A'D'. Ker je po predpostavki Z/D'A'C' =2 /DAC, /B'A'D' =2 /BAD
iz (C6) sledi skladnost trikotnikov BAD in B’A’D’ (posebej BD = B'D’) ter DAC
in D’A'C" (posebej DC = D'C").

A C A C’

Naj bo E’ taka tocka na premici B'D’, da velja B’ x D' x E'. Torej sta kota
ZA'D'E" in ZA'D'B’ suplementarna. Ker sta kota ZA'D'B" in ZADB skladna in
velja trditev 2.14, sta skladna tudi ZADC in ZA'D'E’. Skladnost je ekvivalencéna
relacija, torejsju> zar&igranzitivnosti skladna tudi kota ZA'D'E" in ZA'D'C’". Ker
pa poltraka D'C" in D'E’ lezita na isti strani premice A’D’ (ker sta E' in C’ na isti
strani), morata biti zaradi aksioma (C4) enaka. Torej tocke B’, D', C" lezijo na isti
premici in po aksiomu (C3) je BC' = B'C". 1z skladnosti trikotnikov BAD, B'A’'D’
sledi skladnost kotov ZABD = ZA’B'D’ in ob ponovni uporabi (C6) sta skladna
tudi trikotnika ABC in A’B’C’, kar nam da zeljeni rezultat: Z/BAC = /B'A'C".

Tocke B', D', C" lezijo na isti premici in ZD'A'C" je kot, torej B', A’, C' ne lezijo
na isti premici, ampak tudi tvorijo kot. Ker B’ in C’ lezita na nasprotnih straneh
premice A’D_’,)velja namre¢ B’ x D' x C', je D’ v notranjosti kota ZB’A’C" in zato
je poltrak A’D’" v notranjosti kota ZB'A'C". O

Definicija 2.18. Naj bosta dana kota ZBAC' in ZEDF. Kot ZBAC' je majsi od

kota ZEDF (pisemo ZBAC < ZEDF), ¢e obstaja poltrak DG v notranjosti kota
ZEDF, daje /ZBAC = /GDF. Hkrati je kot ZEDF vecji od kota ZBAC.

Opomba: Za relacijo < na kotih velja analogna trditev kot je trditev 2.10 za
daljice.
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Trditev 2.19. Za dana skladna kota /BAC, /B A'C" in poltrak E v notranjosti

—
kota £ BAC, obstaja poltrak A'D’" v notranjosti kota £B'A'C’, da velja: LDAC =
D'AC" in £ZBAD = B'A'D'.

Dokaz. Naj bo dan trikotnik BAC' in naj bo kot ZB”A'C"” skladen kotu ZBAC
(obstaja po (C4)). Naj bo AD poltrak v notranjosti kota ZBAC. Po trditvi 2.4
lahko privzamemo, da D lezi na stranici BC' (B % D % C'). Po (C1) obstaja totno
dolocena tocka B’ na poltraku W , da velja AB = A’B’, in obstaja totno dolocena
tocka C’ na poltraku W, da velja AC =2 A'C’. Po (C6) sledi, da sta trikotnika
BAC in B’A'C" skladna. Pokazati zelimo, da obstaja taka tocka D’ v notranjosti
kota ZB'A'C" (natancneje na stranici B’C"), da bo veljalo: ZDAC = ZD'A'C" in
/BAD = /B'A'D'.

Al O/ C//

Po aksiomu (C1) obstaja tocka D' na daljici B'C' (B« D'« C"), da velja C'D’ =
CD. Ker je tudi AC = A'C" in ZDCA = LD'C'A’, sta po (C6) trikotnika AC'D in
A'C'D’ skladna. Torej tudi ZDAC = ZD'A'C’. Enako (ker je po trditvi 2.7 tudi
BD = B'D') sledi ZBAD = /B'A'D'". O

Trditev 2.20. Ce je trikotnik enakokrak, sta kota ob osnovnici skladna.

Dokaz. Naj bo trikotnik ABC' enakokrak, s skladnima stranicama AC' in AB. Po-
kazati zelimo, da sta tudi kota ZABC' in ZAC B skladna. Na premici skozi A in B
lahko po (B2) izberemo tocko D, da velja A x B x D. Po aksiomu (C1) obstaja na
premici skozi A in C' tocka E, da je AD = AFE. Ker je AC = AB in AD = AF in
stranice oklepajo isti kot ZBAC), sta trikotnika ADC in AE B skladna po (C6). To-
rej sta skladni tudi stranici DC' in E'B ter koti ZADC = /AEB, Z/ACD = /ABFE.
Ker po trditvi 2.7 odstevanje skladnih daljic ohranja skladnost, sta daljici BD in
CFE skladni. Iz (C6) sledi tudi skladnost trikotnikov DBC' in ECB. Sedaj pa
upostevamo da, ¢e od dveh skladnih kotov odstejemo enak kot, spet dobimo skladna
kota (trditev 2.19). Torej /ZEBA — ZEBC = ZABC,/DCA — /DCB = ZACB
in /ZABC = ZACB.
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Trditev 2.21. Ce sta kota ob osnovnici trikotnika skladna, je trikotnik enakokrak.

Dokaz. Dokaz bo potekal z uporabo protislovja. Vzemimo poljuben trikotnik ABC),
katerega kota ob osnovnici sta skladna. Brez skode za splosnost lahko za osnovnico
izberemo stranico AB.

A

Ce stranici AC' in BC nista skladni, je ena krajsa od druge. Brez skode za
splosnost naj bo BC' < AC. Po aksiomu (C1) obstaja taka tocka D, da je AD = BC
in po (B2) velja Ax D« C . Ker je AD = BC,Z/CAB = /CBA in AB = AB,
sta po aksiomu (C6) trikotnika ABD in ABC skladna. Torej je kot ZABD skladen
kotu ZBAC, kar pa je v nasprotju z enoli¢nostjo v (C4). OJ

Trditev 2.22. Za dano daljico AB obstaja enakokrak trikotnik, katerega osnovnica
je daljica AB.

Dokaz. Naj bo dana daljica AB. Po aksiomu (A3) obstaja tocka C,| ki ne lezi na AB.
Tocke A, B, C tvorijo trikotnik. Ce sta kota pri ogliséih A in B skladna, je trikotnik
enakokrak. Ce nista, je eden od kotov veéji od drugega. Naj bo ZCAB < Z/CBA.
Potem po (C4) obstaja tak poltrak BE v notranjosti kota ZCBA, da sta kota
/CAB in Z/EBA skladna. Potem po trditvi 2.4 poltrak ﬁ seka stranico AC v
tocki D. Sedaj sta kota ob osnovnici trikotnika DAB skladna, torej je trikotnik
D AB enakokrak. 0]

Trditev 2.23. Ce imata trikotnika ABC, A'B'C’ paroma skladne stranice, tj. AB =
A'B', AC= A'C', BC = B'C’, potem sta skladna.
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Dokaz. Naj bosta ABC, A’B'C’ trikotnika s paroma skladnimi stranicami. Upora-

bimo aksiom (C4) in prenesemo kot ZCAB na nasprotno stran poltraka ﬁ od
C". Po (C1) obstaja tocka C” na kraku tega kota, da velja AC' =2 A’C". Ker je po
predpostavki AB = A'B’, sta po aksiomu (C6) trikotnika ABC in A’B'C"” skladna.
Oglejmo si sedaj trikotnik A’C'C". Ker je A'C' =2 AC = A’C" in je skladnost ekvi-
valen¢na relacija, je zaradi tranzitivnosti A’C" =2 A’C" in trikotnik je enakokrak. Po
trditvi 2.20 sta kota ZA'C'C" in ZA'C"C" skladna. Podobno je tudi B'C" = B'C” in
kota ZB'C'C", ZB'C"C" sta skladna. Ker sestevanje skladnih kotov ohranja skla-
dnost (trditev 2.17), sledi ZA'C'B" = LA'C"B’'. Zaradi skladnosti trikotnikov je
pravtako ZA'C"B' = ZACB in po tranzitivnosti sledi ZACB = ZA'C'B’. Aksiom
(C6) nam da zeljeni rezultat, trikotnika ABC' in A’B’'C” sta skladna.

C

O

Trditev 2.24. Trikotnika sta skladna, ce imata skladna dva kota in stranico med
njma.

Dokaz. Naj bosta ABC' in A’B’C" taka trikotnika, da velja: AB = A'B’, ZCAB =
LC'A'B"in ZABC = ZA'B'C". Po aksiomu (C1) obstaja tocka D na poltraku /@,
da je AD = A'C’. Torej sta po aksiomu (C6) trikotnika ABD, A’B'C’ skladna in
velja ZABD = /A'B'C' = ZABC, kar pomeni, da je D = C (enoli¢nost v (C4)).
Sedaj je AC'= A'C” in po (C6) sta trikotnika ABC, A’B’C" skladna. O

3. EVKLIDOVA RAVNINA

Ker med aksiomi Hilbertove ravnine ni aksioma o vzporednici, ta predstavlja
model nevtralne geometrije, ki tvori bazo tako za evklidsko kot tudi neevklidsko
geometrijo.

V tem razdelku bom predstavila nekaj trditev iz Evklidove geometrije, ki so mi
osebno bolj zanimive, dokazi pa ne bodo tako strogi kot do sedaj (nekatere bom tudi
izpustila).
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Definicija 3.1. Dve razlicni premici sta vzporedni, e nimata skupnih tock.

(P) Aksiom o vzporednici

Skozi poljubno tocko, ki ne lezi na dani premici, obstaja natanko ena vzporednica
k tej premici.

Opomba: V dani obliki ga je pred Hilbertom zapisal ze skotski matematik John
Playfair.

Eden od ,osnovnih®“ objektov v geometriji, ki ga do sedaj Se nismo omenili, je
tudi kroznica.

Definicija 3.2. Naj bosta O in A dani razliéni tocki. Kroznica I' s sredis¢em O in
radijem OA je mnozica vseh tock B, za katere velja: OA = OB.

Definicija 3.3. Naj bo I' kroznica s srediscem O in radijem OA. Tocka B lezi
znotraj kroznice, ¢e je OB < OA in zunaj kroznice, ¢e je OA < OB.

Premica ali druga kroznica sta tangentn: na dano kroznico, ¢e imata z njo natanko
eno skupno tocko.

Hilbertov aksiom: Naj bosta K; in K, kroznici. Ce K, vsebuje tocke, ki lezijo v
notranjosti K in tudi tocke, ki lezijo zunaj K, imata K; in K5 neprazen presek.

Definicija 3.4. Evklidova ravnina je Hilbertova ravnina, ki zadosc¢a Hilbertovemu
aksiomu in aksiomu o vzporednici.

Smo torej sedaj ze dobili vsem najbolj poznano karteziéno ravnino R xR 7 Ne Se.
Aksiomi, ki smo jih obravnavali do sedaj, nam zagotavljajo zgolj Stevno neskonc¢no
tock na premici, R pa jih ima nestevno neskonc¢no. Potrebujemo torej mocénejsi
pogoj kontinuuma, ki nam ga da

Dedekindov aksiom: naj bo p premica katere vse tocke so razdeljene v dve nepra-
zni podmnozici S in T', tako da nobena tocka iz ene podmnozice ne lezi med dvema
tockama iz druge podmnozice. Potem obstaja natanko ena taka tocka P, za katero
velja: za poljubni A € S, B € T je bodisi A = P bodisi B = P bodisi P lezi med A
in B.

Izkaze se [1, Corollary 21.3] , da velja:

Izrek 3.5. Hilbertova ravnina skupaj z aksiomom o vzporednici in Dedekindovim
aksiomom je izomorfna realni karteziéni ravnini R2.

Definicija 3.6. Tetivni stirikotnik je mnozica Stirih izbranih tock na kroznici in
daljic, ki zaporedoma povezujejo te tocke.
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Definicija 3.7. Tocka D € AB je razpolovisce dane daljice, ¢e je AD = DB.

Definicija 3.8. Sovrsna kota sta kota, ki ju dolocata nasprotno usmerjena poltraka
na dveh premicah.

sovrsni kot

kot

Trditev 3.9. Sovrsna kota sta skladna.

Dokaz. Naj bosta a, o’ sovrsna kota, ki sta oba suplementarna istemu kotu 5. Kot
B je skladen s samim seboj, torej sta skladna tudi « in /. O

Definicija 3.10. Prawvi kot je kot, ki je skladen s svojim suplementarnim kotom.

Trditev 3.11 (Evklid). Ce dve vzporedni premici sekamo s tretjo (presecnico), sta
notranja kota, ki leZita vsak v svoji polravnini glede na precnico, skladna.

Dokaz. Naj bosta p in ¢ dani vzporednici, ki ju seka premica r. Pa recimo, da
notranja kota, ki lezita vsak v svoji polravnini glede na presecnico, nista enaka.
Torej mora biti eden vecji od drugega in je zato vsota notranjih kotov na eni strani
presec¢nice manjsa od dveh pravih kotov. Potem pa se po petem Evklidovem postu-
latu premici p in ¢ sekata, kar je protislovje. O

Trditev 3.12. Vsota notranjih kotov poljubnega trikotnika je enaka dvema pravima
kotoma.

Dokaz. Naj bodo A, B,C tri nekolinearne tocke, ki tvorijo trikotnik. Naj bo p
premica skozi A in C' (aksiom Al). Zaradi aksioma o vzporednici lahko skozi tocko
B konstruiramo vzporednico ¢ k premici p. Sedaj dvakrat uporabimo trditev 3.11:
ker premica skozi B in C seka p in ¢, lahko skladno prenesemo kot ¢ in podobno kot
a.

p
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Definicija 3.13. Paralelogram je podmnozica ravnine, ki ga omejujeta dva para
vzporednih premic.

Trditev 3.14. Nasprotni stranici paralelograma sta skladni.

Yo g

7 /7
Dokaz.

Naj bosta premici AB in C'D vzporedni ter pravtako premici AD in BC. ABCD
je paralelogram, ki ga premica skozi A in C' razdeli na dva trikotnika AC'D in AC'B.
Po trditvi 3.11 je kot ZDAC skladen kotu ZAC B in pravtako je kot ZC AB skladen
kotu ZACD. Torej sta po trditvi 2.24 skladna tudi trikotnika AC'D in C'AB, posebej
AB=CD in AD = BC. O

Trditev 3.15. Naj bo ABC' poljuben trikotnik. Tocka D naj oznacuje razpolovisce
stranice AB in E razpolovisce stranice AC'. Potem je daljica DE vzporedna z osnov-
nico BC' in dolga polovico njene dolzine (kar pomeni, da je DE + DE = BC').

Dokaz. Oznacimo z D razpolovisce stranice AB in poglejmo, zakaj ta sploh obstaja:
Po trditvi 2.22 lahko na vsaki strani daljice AB konstruiramo enakokrak trikotnik.
Po (A1) lahko skozi vrhova obeh trikotnikov V;, V4 potegnemo premico, ki seka da-
ljico AB v tocki D. Trikotnika V5 AV; in Vo, BV imata paroma skladne stranice in sta
zato po trditvi 2.23 skladna. Torej sta kota ZAV,V; in ZBV,V; skladna. Oglejmo si
sedaj trikotnika ADV, in BDV;. Ker imata skladni dve stranici in kot med njima,
sta po (C6) skladni tudi tretji stranici, torej je DA = DB in tocka D je res razpo-
lovisce daljice AB.

~ A

¢

B

Opomba: Kota ZADV; in ZBDV; sta suplementarna in hkrati skladna, torej sta
prava kota. Torej obstaja pravokotnica skozi izbrano tocko na dani premici.

oznac¢imo z E’' in F".
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Ker sta premici skozi DE’ in BC' vzporedni, sta po trditvah 3.11 in 3.9 kota
ZADE' in Z/DBF' skladna. Podobno sta premici skozi AC in DF’ vzporedni in
zato kota ZDAFE'in Z/ BDF" skladna. Ker je daljica AD skladna z DB, sta po trditvi
2.24 skladna tudi trikotnika ADE’ in DBF'. Torej je AE' = DF' in DE' = BF".

Oglejmo si sedaj paralelogram DE'C'F’. Ker morata biti nasprotni stranici skla-
dni, je DF' =2 E'C' in po tranzitivnosti AE" = E'C, torej je E' razpolovisce stranice
AC oziroma E = E’. Podobno za F'. Ker je DE' = BF’ in je F' razpolovisce BC,
je dolzina DFE res enaka polovici dolzine BC'. U

Opomba: Naslednji trditvi uporabim v nadaljevanju dela, zato ju bom navedla,
dokaza pa sta zgolj nakazana [1, Proposition 5.8, Theorem 5.9].

Trditev 3.16. Naj bodo A, B,C, D take $tiri tocke v ravnini, da A in B leZita na
1sti strani premice C'D. Te tocke lezijo na isti kroznici natanko tedaj, ko sta kota

/ZDAC in /DBC skladna.

Dokaz. = Ce vse tocke lezijo na isti kroznici, sta kota skladna, ker pripadata istemu
loku DC' (brez dokaza).

D C

< Naj bosta kota ZDAC in ZDBC skladna. Ker tocke A, D in C ne lezijo na sku-
pni premici, tvorijo trikotnik, ki mu lahko oértamo kroznico [5, Oé¢rtana kroznical,
ki naj seka daljico BD v tocki B’. Kot prej sta kota ZDAC in ZDB'C kota nad
istim lokom in zato skladna. Torej mora biti B = B'.
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U

Trditev 3.17. V vsakem trikotniku obstaja devet toéno dolocenih tock, ki vse leZijo
na istt kroznici. Te tocke so:

e razpolovisca stranic trikotnika,
e nozisca trikotnikovih visin,
e sredisca daljic, ki povezujejo oglisca trikotnika z visinsko tocko.

A
P L
K
D Ir
B M F C

Dokaz. Po trditvi 3.15 je daljica DFE vzporedna z osnovnico trikotnika ABC. Po-
dobno je v trikotniku BC'H, daljica RQ) vzporedna z BC'. Torej je zaradi tranzitiv-
nosti DE vzporedna z RQ. Ce uporabimo trditev $e na trikotniku AC'H, vidimo,
da je EQ) vzporedna z AH in v trikotniku ABH je DR vzporedna z AH. Sledi: EQ
je vzporedna z DR. Ker je daljica AH del viSine na osnovnico trikotnika ABC sta
EQ in DR pravokotni na DE in RQ). Torej tocke DEQ R tvorijo pravokotnik. Naj
bo tocka X sredisc¢e oc¢rtane kroznice I' tega pravokotnika. Torej tocke D, E, Q, R
lezijo na kroznici I'. Pokazati zelimo, da vse ostale tocke tudi lezijo na tej kroznici.
Kota ZRDFE in ZRLFE sta oba prava kota, zato je po trditvi 3.16, DLER te-
tivni stirikotnik. Ker tri tocke toéno doloc¢ajo kroznico, je kroznica tega tetivnega
stirikotnika kar enaka I'. Torej tudi L lezi na I'. Podobno za tocko K (DK EQ je
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tetivni Stirikotnik). Ce sedaj vzamemo stranico AC' za osnovnico trikotnika in po-
novimo korake dokaza, dobimo: DPQF' je pravokotnik z istim sredis¢em X in tudi
tocki P in F lezita na I'. Stirikotnik M DPF je tetivni Stirikotnik in M je zadnja
iskana tocka, ki lezi na I'. O

Definicija 3.18. Trikotnika ABC, A'B'C’ sta podobna, ¢e imata paroma skladne
vse notranje kote (to je « =/, = ', v =) in se ujemata v razmerju stranic:

a _ b _ ¢

A

Trditev 3.19. Trikotnika, ki imata skladne vse notrange kote, sta podobna [1, Pro-
position 20.1].

3.1. Geometrijske konstrukcije. Ko se danes uc¢enci v osnovnih Solah prvic sreca-
jo s pojmoma vzporedne premice in pravokotnice, ju zelo enostavno konstruirajo s
pomocjo geotrikotnika. Kaj pa vcasih, ko tega ni bilo? Vseeno so znali narediti
pravilne konstrukcije samo z uporabo neoznacenih ravnil in prenasalcev daljic, saj
so upostevali trditve aksiomov. Pa si poglejmo kako.

Opomba: Kot pri trditvah o krogih, bi tudi pri konstrukcijah za korekten dokaz
potrebovali veliko dodatnih trditev. Med dokazovanjem se tako pojavi nekaj ,sre-

dnjesolskih” trditev, ki niso dokazane. [2, The Foundations of Geometry]|

Konstrukcija vzporednice skozi tocko P k dani premici p

Na premici p izberemo poljubno tocko A in z ravnilom nacrtamo premico PA. Na
njej obstaja, zaradi prvega aksioma skladnosti, tocka C', na nasprotni strani od A
kot P, da sta daljici PA in AC skladni. Izberemo si e tocko B € p (B # A): spet
obstaja tocka () na drugi strani premice p kot C, da je CB = BQ. Tocke ACB
in PCQ tvorijo dva trikotnika, ki se ujemata v razmerju dveh stranic in kotu med
njima. Trikotnika sta si torej podobna in premica skozi P in @ je zato vzporedna
dani premici p.

Konstrukcija pravokotnice k dani premici p

Izberemo poljubno tocko A € p ter tocki B, C' tako, da velja AB = AC'. Skozi A
potegnemo poljubni razlicni premici py in p3. Zaradi obstoja skladnih daljic lahko

22



na vsaki od teh dveh premic pois¢emo tocki E in F', da bo veljalo: AE = AF = AB.
Skozi tocki B in E ter C' in F' potegnemo premici, ki nista vzporedni, torej imata
presecisce, ki ga oznac¢imo s tocko GG. Tocke B, C, E so nekolinearne, torej tvorijo
trikotnik. Daljice AB, AE, AF in AC so skladne in imajo skupno eno od krajisc,
lezijo torej na kroznici s sredis¢em v tocki A. Natan¢neje, kota ZBEC in ZBFC
sta kota v polkrogu s premerom BC' in zato oba prava kota. Daljica EC' je torej
pravokotna na stranico trikotnika in poteka skozi nasprotno oglisce - je ena od visin
trikotnika. Enako velja za daljico F'B. Presecisc¢e visin oznac¢imo s tocko H. Ker
pa se vse tri visine v trikotniku sekajo v isti tocki je premica skozi G in H nosilka
tretje visine, torej iskana pravokotnica na dano premico p.

sl
Q

P2

4. PLOSCINA

4.1. Evklidovo pojmovanje plos¢ine. Smo v Hilbertovi ravnini. Trikotnik ABC
naj bo podmnozica ravnine, ki vsebuje daljice AB, AC in BC' (ki jim rec¢emo stranice
trikotnika) in vse njegove notranje tocke (od tu naprej trikotnik ABC pomeni lik,
ne zgolj krivuljo).

Definicija 4.1. Dva razlicna trikotnika se ne prekrivata, ce imata skupna kvec¢jemu
oglisca ali dele stranic, vendar nobene notranje tocke.

Lik je podmnozica ravnine, sestavljena iz kon¢ne unije neprekrivajocih se triko-
tnikov.

Tocka T lezi v notranjosti lika P, ¢e obstaja trikotnik, ki je v celoti vsebovan v P
in je T notranja tocka tega trikotnika.

Dva lika se ne prekrivata, ¢e nimata skupnih notranjih tock (¢e je x € PN P/,
potem x ni notranja za P in ni notranja za P’).

Definicija 4.2. Triangulacija lika z ogliséi A1 A, ... A, je taka delitev lika na tri-
kotnike z ogliséi v tockah Aq, As, ..., A,, da poljubna dva trikotnika bodisi nimata
nobene skupne tocke bodisi imata skupno le oglisce ali celotno stranico.

Naj bo P lik s triangulacijo P = Ty U T, U ... U T, in P’ lik s triangulacijo
P =T/UTyU...UT],. Triangulaciji sta ekvivalentni, ¢e je trikotnik 7; skladen s
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trikotnikom 77 za vsak i.

Evklid: ,Poljubna paralelograma med dvema vzporednicama, ki imata skupno
osnovnico, sta enaka.”

Ce pogledamo sliko, je o¢itno, da taka dva paralelograma v splosnem nista skla-
dna. Torej je moral imeti Evklid v mislih neko drugo merilo. In to je plosé¢ina.

Danes plosé¢ino lika v realni kartezi¢ni ravnini definiramo s pomocjo mere, vendar
pa v Hilbertovi ravnini ni realnih stevil in poiskati zelimo veliko bolj elementarno
definicijo.

Evklid je torej preuceval plos¢ino obmocja, vendar ni podal njene eksaktne defi-
nicije, pac¢ pa je definiral plos¢ino s tem, da je dolocil njene ,,geometrijske” lastnosti:

(1) Skladni liki so ,,enaki” (ploscinsko enaki).

(2) Zdruzevanje likov brez prekrivanja ohranja ploséino (ki je neodvisna od
nacina zdruzevanja).

(3) Razdruzevanje likov brez prekrivanja ohranja ploscino (ki je neodvisna od
nacina razdruzevanja).

(4) Polovice ,enakih”likov so ,enake”.

(5) Celota je vecja kot njen del: ¢e je prvi lik vsebovan v drugem, potem je
ploscina prvega lika nujno manjsa od plos¢ine drugega.

(6) ,,Enaka”kvadrata imata skladne stranice (glej (1)).

Evklid je na ta nacin definiral neko novo relacijo med objekti ravnine (ploscino),

pravkar navedene lastnosti pa privzel kot aksiome, ki jo dolo¢ajo. S pomocjo tako
vpeljane relacije enakih plosc¢in je dokazal Pitagorov izrek.

Opomba: Precizno formulacijo pete Evklidove lastnosti nam podaja }
Zoltov aksiom (Z) : Naj bosta P in @ lika in naj bo @ vsebovan v P. Ce ima
P — @ neprazno notranjost, potem P in () nimata enake ploscine.

Naslednja definicija opredeljuje ploscino, kot jo je razumel Evklid, kasneje pa
bomo definirali plos¢ino kot funkcijo.

Definicija 4.3. Dva lika P in P’ imata enako ploscino, ¢e obstajata taka lika () in
Q', da velja:

(1) P in @ se ne prekrivata.

(2) P'in @’ se ne prekrivata.

(3) @ in Q' imata ekvivalentni triangulaciji.

(4) PUQ in P'U Q' imata ckvivalentni triangulaciji.
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Trditev 4.4. Paralelograma s skupno osnovnico med dvema vzporednicama imata
enako plosc¢ino.

A B F E

C D

Dokaz. Naj bosta ABC'D in CDFEF paralelograma s skupno osnovnico. Defini-
rajmo: P:= ABCD = {CDG,CGB,CBA}, P .= CDEF ={CDG,DFG,DEF}
in Q:={BGF} =: Q. S tem je zadosteno prvim trem zahtevam definicije 4.3. Naj
bo se PUQ = {CGB,CBA,BGF,CDG} in PUQ' = {BGF,FGD,FDE,CDG}.
Ker imata trikotnika ACF in BDFE po trditvi 3.14 skladne stranice, sta po trditvi
2.23 skladna. Torej sta triangulaciji likov P U @ in P’ U Q' ekvivalentni in paralelo-
grama ABC'D in CDFEF imata enako plosé¢ino. 0

Trditev 4.5. Trikotnika s skupno osnovnico med dvema vzporednicama tmata enako
ploscino.

Dokaz. Naj bosta ABC' in ABD trikotnika s skupno osnovnico na premici [ in
vrhovoma na njeni vzporednici m. Naj bo tocka E razpolovisce stranice AC, skozi
katero potegnemo premico n vzporedno z [. Naj premica n seka daljico BD v
tocki F'. Potem po trditvi 3.15 sledi, da je F' razpolovisce daljice BD. Sedaj skozi
A konstruiramo vzporednico z BC', ki naj seka premico n v tocki K in skozi B
vzporednico z AD, ki seka n v tocki L.

C D m

A B

Ker sta premici skozi BC' in AK vzporedni, sta po trditvi 3.11 kota /FAK in
/FECG skladna, kota Z/GEC in ZAEK pa sta sovrSna in zato pravtako skladna
(trditev 3.9). Torej sta skladna tudi trikotnika CEG in AEK (trditev 2.24). Naj
bo P := ABC = {AGB,AEG,EGC}, P' := ABGK = {AGB,AEG,AEK},
Q@ := AEK in Q' := EGC. Torej imata @ in Q' ekvivalentni triangulaciji, P U @ in
P"U @' imata isti triangulaciji in po trditvi 4.3 ima trikotnik ABC' enako plos¢ino
kot paralelogram ABGK.

Podobno je DFH = BF'L in trikotnik ABD ima enako plos¢ino kot paralelogram
ABHL.
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Dobljena paralelograma imata skupno osnovnico AB in po prejsnji trditvi enako
ploscino. Zaradi tranzitivnosti sta torej plos¢insko enaka tudi trikotnika ABC' in

ABD. UJ

Izrek 4.6. V pravokotnem trikotniku je vsota ploscin kvadratov, katerih stranici
ustrezata katetama trikotnika, enaka ploséini kvadrata s stranico, ki ustreza hipote-
nuzi trikotnika.

Dokaz. Trikotnik FFBA je polovica kvadrata FBAG in ima po trditvi 4.5 enako
ploscino kot trikotnik F'BC. Trikotnika F'BC in ABD imata dve skladni stranici in
kot med njima (kot pri oglis¢u B), torej sta po aksiomu (C6) skladna ter imata po
definiciji 4.3 enako ploséino. ABD in M BD sta ponovno trikotnika z isto osnovnico
(stranica BD) med dvema vzporednicama, zato imata enako plos¢ino. MBD je
polovica pravokotnika M BDL. Torej imata kvadrat F BAG in pravokotnik M BDL
enako ploscino.

Enako konstrukcijo naredimo na kvadratu s stranico AC' in dokaz je koncan. [J

Opomba: Stari Grki so sicer poznali enacbo ¢ = a? +b? , vendar so jo znali resiti
le za posebna cela stevila, tako imenovane pitagorejske trojice, Evklidov dokaz pa
velja za poljuben pravokotni trikotnik.

4.2. Ploscina kot funkcija. Evklidova definicija plosc¢ine je geometrijska, ko pa
se kot osnovnosSolci prvi¢ srecamo s pojmom ploscine lika, nam je ta predstavljena
s formulo. Pois¢imo torej funkcijo, ki bo neki podmnozici ravnine (danemu liku)
priredila realno stevilo (njegovo ploséino).

Definicija 4.7. Urejena Abelova grupa je Abelova grupa G skupaj s podmnozico
P, katere elementi zadoscajo pogojema:
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(1) Ce sta a,b € P, potem je tudi a + b € P
(2) Za vsak a € G velja natanko ena od trditev:
a € P,a=0,—a € P (aksiom trihotomije)

a>b, e a—>be P. Mnozica P je mnozica pozitivnih elementov.

Definicija 4.8. Plosc¢inska mera na Hilbertovi ravnini je taka funkcija o, definirana
na mnozici vseh likov, z vrednostmi v urejeni Abelovi grupi G, da zanjo velja:

(1) Za vsak trikotnik T" je a(T) > 0.

(2) Ce sta T in T" skladna trikotnika, potem je a(T") = o(1").

(3) Zalika P in @, ki se med seboj ne prekrivata, velja a(PUQ) = a(P)+«a(Q).
a(P) imenujemo ploscina lika P.

Lastnosti funkcije « [1, Proposition 23.1]:
(1) Ce je P lik z neprazno notranjostjo, je a(P) > 0.
(2) Ce sta P in P’ lika z ekvivalentnima triangulacijama, je a(P) = a(P").
(3) Ce sta P in P’ lika z enako ploséino po definiciji (4.3), je a(P) = aP").
(4) Ce je lik @ vsebovan v liku P in ima P — @ neprazno notranjost, je a(Q) <
a(P).
Izberemo razli¢ni tocki 0 in 1 ter oznacimo: |01| = 1, kjer simbol | - | pomeni
velikost dane daljice oziroma kota.

Definicija 4.9. Naj bosta a in b dani daljici. Naj bo ABC' pravokotni trikotnik s
pravim kotom v oglis¢u B in lastnostmi: |AB| = 1,|BC| = a,|£BAC| = «. Naj
bo DEF pravokotni trikotnik s pravim kotom v oglis¢u E, kotom « v oglis¢u D in
|DE| = b. Tako dobljena stranica E'F' drugega trikotnika predstavlja produkt daljic
ain b, |EF| = ab.

C

ab

D
b E

Trditev 4.10. V Hilbertovi ravnint s privzetim aksiomom o vzporednici ima mno-
zZenje daljic, definirano na mnozici vseh daljic, naslednje lastnosti:

(1) Produkt ab je dobro definiran.
) a-1=a za vsak a.

) ab = ba za vsaka a,b.

) a(bc) = (ab)c za vsake a,b,c.

(2
(3
(4
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()
(6)

Dokaz.

Za vsak a obstaja natanko en b, da velja ab = 1.
a(b+ ¢) = ab+ ac za vsake a,b,c.

(1) Naj bosta ABC, DEF pravokotna trikotnika kot v definiciji in naj
bo A’B’'C’" nov pravokotni trikotnik s katetama dolzine 1 in a. Po aksiomu
(C6) je A'B'C" skladen z ABC.. Torej je ZB'A'C' = a.. Ce je D'E'F’ pravo-
kotni trikotnik s kotom « in kateto b je po trditvi 2.24 skladen z DEF', zato
je F'F' =2 EF = ab.

Naj bo DEF trikotnik s kotom « in kateto b dolzine 1. Po trditvi 2.24 je
DEF = ABCina-1=a.

Naj bosta dani daljici dolzine a in b. Konstruirajmo pravokotni trikotnik
ABC' s katetama 1 in a. S tem je doloc¢en kot ZBAC = «. Skozi A in B ter
C in B potegnemo premici. Na poltraku z izhodis¢em v B in na nasprotni
strani od C' obstaja tocka D, da je |BD| = b. Sedaj prenesemo kot « v tocko
D na nasprotno stran premice C'D od A. Krak kota « in premica skozi AB
se sekata v tocki F. Trikotnik DBE je pravokotni trikotnik s stranico b in
kotom «, zato je po definiciji |BE| = ab.

C

B ab

D

Tocki A in D lezita na isti strani premice C'F in kot « = ZCAE = ZCDE,
zato po trditvi 3.16 vse Stiri tocke A, D, F/, C lezijo na isti kroznici. Oglejmo
si te iste tocke Se v drugacnem vrstnem redu. Ker tocki A in C' lezita
na isti strani premice DFE morata biti kota ZDAFE in ZDCFE skladna,
/DAE = /DCE = (3. Ce najprej vzamemo trikotnik ABD s kotom 3
in stranico b, mora biti v trikotniku C BE stranica BE dolzine ba. Torej je
ab = ba.

Za dokaz asociativnosti najprej konstruiramo pravokotna trikotnika s kate-
tama 1, a in tako definiramo kot « ter drugega s katetama 1, ¢ in definiramo
kot . Naj bo ABC' pravokotni trikotnik s kateto b in kotom «a. Druga
kateta ima torej dolzino ab. Na nasprotni strani daljice AB od C, v oglis¢u
A, konstruiramo kot «, ki naj seka premico skozi CB v tocki D. Daljica
BD predstavlja dolzino cb. Podobno na nasprotni strani daljice BD od A,
v ogliscu D, konstruiramo kot «, ki naj seka premico skozi AB v tocki F.
Daljica BE predstavlja dolzino a(cb).

Enako kot v dokazu prejsnje tocke iz skladnosti kotov a v A in D sledi, da
tocke ACDE lezijo na isti kroznici in ZBCE = 7. Sledi, da daljica BE
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predstavlja tudi dolzino c(ab). Torej je a(cb) = c(ab) in ker komutativnost
velja, dobimo zeljeni rezultat: a(bc) = (ab)c.

C

ab

a(cb)
cb

D

(5) Naj bo ABC pravokotni trikotnik s katetama dolzine 1 in a ter kotom «
v oglis¢u A in drugim kotom (. Konstruiramo nov pravokotni trikotnik s
kateto dolzine 1 in kotom [ ob njej, da dobimo daljico dolzine b. Ker je drugi
kot tega trikotnika po trditvi 3.12 enak «, je ab = 1.

(6) Dane so daljice a,b,c. Naj pravokotni trikotnik s katetama 1 in a doloca
kot a. Naj bo ABC pravokotni trikotnik s kateto b in kotom «, torej drugo
kateto ab. Na premici skozi AB izberemo tocko D, da je |BD| = ¢. Dobljeno
daljico vzporedno premaknemo skozi tocko C'. Naj bo to daljica CE. Skozi
DE potegnemo premico, ki je pravokotna na AB. Ce kot a prenesemo v
oglisce C' dobimo pravokotni trikotnik z drugo kateto dolzine ac. Oglejmo si

sliko:
F
ac
C
% FE
ab ab
A b B c D

|AD| =b+c, |DF| = ab+ ac. Ker pa tocke ADF spet tvorijo pravokotni
trikotnik s kotom « ob kateti b + ¢, mora biti druga kateta dolga a(b + c¢),

torej |DF| = a(b+ ¢) = ab + ac.
O

Posledica 4.11. Naj bo P mnoZica ekvivalencénih razredov daljic glede na skladnost.
V' Hilbertovi ravnini s privzetim aksiomom o vzporednici in 1zbrano daljico dolzZine
1 obstaja do izomorfizma natancéno enolicno dolo¢en obseg F', ki ima P za mnoZico
pozitivnih elementov, z operacijama seStevanja in mnozenja definiranima kot zgoraj.

Opomba: K P moramo ,,dodati” negativne elemente za sestevanje, ki so definirani
na naslednji na¢in: (—x) + x = 0. Inverz negativnih elementov za mnozenje je
negativna vrednost pozitivnih inverzov, to je: ¢e velja ab = 1, potem je (—a)(—b) =
1. F={z|z € P}U{0}U{—x|z € P}.
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Trditev 4.12. V Hilbertovi ravnini s privzetim aksiomom o vzporednici obstaja
ploscinska mera o z vrednostmi v obsequ F' iz posledice /.11, za katero velja: ploscéina
poljubnega trikotnika ABC, ne glede na izbiro osnovnice, je a(ABC) = %, kjer je
b wzbrana osnovnica in h wvisina na to osnovnico. Funkcija o je s tem enolicno
dolocena.

Dokaz. Enoli¢nost: je ocitna, saj je funkcijska vrednost a(ABC) = % toc¢no dolocena
za vsak trikotnik, poljuben drug lik pa je disjunktna unija trikotnikov.
Obstoj: Naj bo P poljuben lik. Torej ga lahko zapisemo kot konc¢no disjunktno
unijo trikotnikov T;: P =T, UTy U ... UT,. Za vsak T; izberemo osnovnico b; in
njej pripadajoco visino h;, ter definiramo a(P) =", bTh

Pokazati je treba, da je taka definicija res dobra, torej, da je a res neodvisna od
izbire osnovnice b; in izbire triangulacije ter preveriti, da res zadoS¢a vsem trem

zahtevam plosc¢inske mere. To bomo napravili v naslednjih lemah.

Lema 4.13. V Hilbertovi ravnini s privzetim akstomom o vzporednici izberimo po-
ljuben trikotnik. Potem je njegova ploscéina a(ABC') neodvisna od izbire osnovnice.
To je:

(1) o(ABC) = 5F = =t = ¢

A D B

Dokaz. Naj bo ABC' poljuben trikotnik v katerem za osnovnico najprej izberemo
stranico AB = ¢ s pripadajoco visino CD = v,, druga izbira osnovnice pa naj bo
stranica BC' = a s pripadajoco vi§ino AE = v,,.

Pravokotna trikotnika AEB in C' DB imata skupen kot pri oglis¢u B, torej enake
vse tri kote, zato sta si trikotnika podobna. Iz podobnosti pa sledi: “2 = % tore]
av, = buy,. O

Definicija je torej za trikotnike res dobra. Oglejmo si, kaj se zgodi, ce trikotnik
razdelimo na ve¢ manjsih.

Lema 4.14. Ce dani trikotnik T razdelimo na koncno Stevilo manjsih trikotnikov
T; na poljuben nacin, potem je a(T) =S ¢ a(T;).

Dokaz. Dokaz bo potekal v vec¢ korakih.

1) Najprej razdelimo trikotnik 7" samo z eno precnico (daljico z enim krajiséem
v ogliséu trikotnika in drugim krajis¢em na nasprotni stranici trikotnika) na dva
trikotnika.
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A D B

Naj bo stranica AB izbrana osnovnica trikotnika ABC in AD ter DB osnovnici
manjsih trikotnikov. Ker imajo vsi trije trikotniki enako visino in je |AD|+ |DB| =
|AB|, dobimo:

a(ABC) = %|AB|h _ %(|AD+DB|)h - %|AD|h+ %]DBVL — a(ACD) +a(BCD)
2) Razdelimo sedaj trikotnik 7" na ve¢ manjsih trikotnikov T;, tako da nobeno
novo oglisée ne lezi v notranjosti trikotnika 7" in je vsaj ena stranica od T brez
novih oglisé. Potem je a(T) = >"" | a(T;).
To bomo dokazali z indukcijo na stevilo novih trikotnikov ;.
o n=1:
Ce trikotnik T razdelimo samo enkrat, smo v situaciji, enaki prvemu koraku
in trditev velja.
Indukcijska predpostavka: Ce je T razdeljen na n manjsih trikotnikov, kot
je opisano zgoraj, trditev velja.
e n—n+l:
Prosta stranica (AC) mora pripadati enemu od manjsih trikotnikov in nje-
govo tretje oglisée (D) mora lezati na AB ali BC. Recimo, da je na AB.
Potem zaradi prvega koraka velja a(ABC) = a(T1) + a(BCD). Trikotnik
BCD ima en trikotnik manj kot ABC' in prav tako zadosc¢a predpostavkam
drugega koraka, saj nima notranjih oglis¢ (ker jih ABC nima) in ker stranica
CD lezi v notranjosti trikotnika ABC', ni na njej nobenega oglisca. Torej
po indukeijski predpostavki velja a(BCD) = " , o(T;) in dokaz drugega
koraka je koncan.

C

A D B

3) Oglejmo si 8e splosen primer. Naj bo trikotnik ABC' poljubno razdeljen
na manjSe trikotnike 7;. Izberemo si enega od oglis¢ trikotnika ABC' in skozenj
potegnemo precnice Cez vsa oglis¢a trikotnikov 7;. Dobimo triangulacijo triko-
tnika ABC na trikotnike S;, ki zadosca predpostavkam drugega koraka, zato je
a(ABC) =3, a(S)).
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Presek obeh triangulacij 7; in S; nam da novo razdelitev trikotnika ABC: AABC
= UZ ; TiNS;, vendar pa so dobljeni liki lahko tudi stirikotniki. Kjer se to zgodi, do-
damo stirikotniku Se eno od diagonal in tako dobimo nadaljnjo triangulacijo AABC
= Uz]k Uijp-

Vrnimo se k triangulaciji S;. Vsak trikotnik S; je disjunktna unija trikotnikov
Uiji (za razlicne i in k). In sicer taka, ki ponovno zados¢a predpostavkam dru-
gega koraka, saj nima notranjih oglis¢, ker so vse precnice potekale skozi oglisca
trikotnikov T}, iz istega razloga pa je brez oglis¢ stranica, ki lezi na AB. Torej je

a(S5) = 22, (Uijr) in zato a(ABC) =3, . a(Uijk)-

Vrnimo se k razdelitvi trikotnikov 7; na trikotnike U, (za razlicne j in k). Imamo
dve moznosti:

(1) Prec¢nica skozi oglisce C' razdeli trikotnik 7; na dva trikotnika 77 in 7). V
tem primeru po prvem koraku velja o(7T;) = a(T}) + «(7}"). Obe polovici
sta naprej razdeljeni s precnicami in diagonalami na manjse trikotnike. Pri
tem pa nobeno od oglis¢ ne lezi v notranjosti 7} in precnica, ki razdeli 7; na
dva dela, je stranica brez oglis¢. Triangulacija torej zadosca predpostavkam
drugega koraka in velja a(T;) = >, , a(Usj)-

(2) Precnica skozi oglisce C' je ena od stranic trikotnikov T}, ta stranica torej ne
vsebuje nobenega oglis¢a in spet zadostimo predpostavkam drugega koraka.

Dobili smo zeljeni rezultat: a(ABC) =), a(T;).
C

O

Lema 4.15. Ploscinska mera a poljubnega lika P je neodvisna od izbire triangulacije
tega lika.

Dokaz. Najima lik P dve triangulaciji: P = T1U...UT,, in P = T{U...UT; . Presek
poljubnih dveh trikotnikov 7; N T} lahko na enak nacin kot prej v dokazu trditve

razdelimo na manjse trikotnike Ujjy. Ce na vsakem od trikotnikov triangulacije
T; = U, Uik in Tj = |, ;, Ui uporabimo zadnjo lemo, dobimo: a(P) = >, a(Ti) =

D @Uijr) = 225 a(T}) = a(P). O
Funkcija « je zaradi zadnjih treh lem dobro definirana. Preveriti moramo Se, da
zadoSca vsem trem pogojem v definiciji funkcijske mere:

(1) Resje a(T) > 0 za vsak pravi trikotnik 7" (njegova oglis¢a so tri nekolinearne
tocke).
(2) Skladni trikotniki imajo skladne stranice in visine, zato je a(T") = a(71"), ce

je AT = AT,
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(3) Ce sta P in @ poljubna lika, ki se med seboj ne prekrivata (nimata nobene
skupne notranje tocke), P =T, U...UT, in Q@ =T{U...UT/  lahko z vsemi
trikotniki obeh triangulacij T;, T; konstruiramo lik P U Q. Torej velja tudi
a(PUQ) = a(P) + Q).

[
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