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Program dela

V magistrskem delu predstavite strategijo paritete tveganj za upravljanje s portfe-
ljem vrednostnih papirjev in njene lastnosti. Primerjajte jo s popularnimi hevristi£-
nimi strategijami, npr. portfelj z enakimi uteºmi, portfelj z najniºjim tveganjem idr.
Opi²ite ²e numeri£ne algoritme za u£inkovit izra£un uteºi pri tej strategiji. Razi-
²£ite, kako se obnese strategija paritete tveganj ²e na parih empiri£nih zgledih.
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Alokacija sredstev s pariteto tveganj

Povzetek

Po �nan£ni krizi je velik deleº investitorjev za oblikovanje portfeljev pri£el upora-
bljati pristope, ki temeljijo zgolj na diverzi�kaciji tveganja in ne vklju£ujejo izra£u-
nov pri£akovanih donosov. Dva dobro poznana portfelja, ki sta oblikovana na osnovi
tak²ne strategije, sta portfelj z najniºjim tveganjem in portfelj z enakimi uteºmi.
V zadnjih letih je vse ve£ pozornosti deleºna strategija paritete tveganj, ki z izena-
£itvijo prispevkov tveganj iz vseh sredstev v portfelju posku²a dose£i maksimalno
diverzi�kacijo tveganja v portfelju. Za oblikovanje portfelja s pariteto tveganj se
uporabljajo razli£ni numeri£ni algoritmi, med katerimi sta se za najbolj u£inkovita
izkazala Newton-Nesterov algoritem in algoritem cikli£nega koordinatnega spusta.
Kljub nekoliko zahtevnej²emu na£inu dolo£anja uteºi, je portfelj s pariteto tveganj
dobra vmesna re²itev med portfeljem z najniºjim tveganjem ter portfeljem z enakimi
uteºmi.

Risk parity approach to portfolio asset allocation

Abstract

Since the �nancial crisis, large fraction of investors started using approaches for
asset allocation, which based only on risk diversi�cation and did not depend on
expected returns. Two well known portfolios that are created with this strategy are
the minimum variance and the equally-weighted portfolios. In recent years, the risk
parity strategy has received increasing attention. The idea is to equalize risk con-
tributions from the di�erent portfolio components thus maximizing diversi�cation
of risk in the portfolio. We can use di�erent numerical algorithms to create a risk
parity portfolio. The most e�cient ones are the Newton-Nesterov algorithm and the
cyclical coordinate descent algorithm. Despite the slightly more demanding method
of weights' calculation, the risk parity portfolio represents an intermediate solution
between minimum variance and equally-weighted portfolios.

Math. Subj. Class. (2010): 62H20

Klju£ne besede: upravljanje sredstev, pariteta tveganj, enako uteºevanje,
minimalna varianca, portfeljska optimizacija

Keywords: asset management, risk parity, equally-weighted, minimum
variance, portfolio optimization
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1. Uvod

Brez ve£jih teºav lahko na²tejemo lepo ²tevilo negativnih posledic, ki jih je za
seboj pustila zadnja �nan£na kriza. Bistveno ve£ truda moramo vloºiti, £e ºelimo v
nastalem kaosu opaziti katero od pozitivnih posledic. Negativne posledice so namre£
jasno vidne v izgubi donosa na investicijo, pozitivne posledice pa se pokaºejo ²ele £ez
£as, saj so obi£ajno skrite v razvijajo£ih se metodah, katere naj bi bile v prihodnje
manj ob£utljive na �nan£na neravnovesja v £asu kriz.

Iskanje vzrokov, ki so razburkali �nan£ni svet, je racionalna reakcija na vsako
�nan£no krizo. Med vzroki za zadnjo �nan£no krizo mo£no izstopajo slabo diver-
zi�cirani portfelji z vidika tveganja, zaradi £esar so v £asu �nan£ne krize utrpeli
visoko izgubo donosa. Najve£je izgube so utrpeli portfelji, katerih premoºenje je
bilo razpr²eno po pravilih povpre£je-varianca optimizacije, metodologije, ki je trdno
zakoreninjena v portfeljski teoriji. Glavni krivec za te izgube naj bi bila pretirana
ob£utljivost povpre£je-varianca optimizacije na vhodne podatke, med katerimi so
najve£ ²kode povzro£ile ocene pri£akovanih donosov. Investitorji so zato pri£eli za-
vra£ati pristope, ki za dolo£itev portfelja zahtevajo izra£une pri£akovanih donosov,
njihova niºja toleranca do tveganja pa je povzro£ila nastanek novega naloºbenega
sloga, ki je postavil diverzi�kacijo tveganja v srce investicijskega procesa.

Izmed vseh strategij, ki temeljijo zgolj na diverzi�kaciji tveganja in ne zahtevajo
izra£unov pri£akovanih donosov, je v zadnjem £asu najve£ pozornosti deleºna stra-
tegija paritete tveganj. Po �nan£ni krizi so se na trgu kot gobe po deºju za£eli
pojavljati upravljavci portfeljev s pariteto tveganj, ideja paritete tveganja pa zaradi
svoje popolne diverzi�kacije tveganja, privla£i vse ve£je ²tevilo investitorjev.

Podajanje ocene o tem, koliko bolj²a/slab²a je nova naloºbena strategija glede na
tradicionalno povpre£je-varianca optimizacijo, je zelo nehvaleºno delo. Med prebi-
ranjem literature naletimo na zelo raznolike komentarje. Nekateri avtorji strategijo
paritete tveganj absolutno preferirajo, medtem ko drugi posku²ajo dokazati, da v
splo²nem ni bolj²a od tradicionalne optimizacije. Med poplavo £lankov na temo
paritete tveganj vseeno najdemo tudi tak²ne, ki izpostavijo tako njene svetle to£ke
kot njene probleme, bralca pa opomnijo, da je izbira strategije odvisna od mnogih
dejavnikov in ni enoli£nega odgovora na vpra²anje, katera je bolj²a.

V tem magistrskem delu si bomo posku²ali sami izoblikovati mnenje glede stra-
tegije paritete tveganj. Skozi pet delov magisterija bomo posku²ali prikazati njen
razvoj, vse od ideje do rezultatov.
Prvi del magisterija bo namenjen spoznavanju procesa upravljanja sredstev. Obli-
kovanje portfelja je sestavni del tega procesa, zato je dobro poznati vse predhodne
korake. Poglavje o upravljanju sredstev bomo zaklju£ili z razlago o razredih sredstev.
Sredstva so osnovni gradniki portfeljev, zato je njihovo poznavanje nujno potrebno
za izgradnjo dobrega portfelja. V literaturi naletimo na razli£ne opredelitve razredov
sredstev, vendar so razlike med avtorji dovolj majhne, da lahko povzamemo skupno
rde£o nit.
Drugi del magisterija bomo posvetili samim za£etkom portfeljske teorije in njenim
pomanjkljivostim. Predstavili bomo znano Markowitzovo portfeljsko teorijo, razkrili
idejo, ki se skriva v njenem ozadju in de�nirali optimizacijski problem. Nadaljevali
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bomo z njenimi pomanjkljivostmi in predstavili predloge, ki so jih razli£ni akademiki
razvili z namenom odprave teh pomanjkljivosti.
Osrednja tema magisterija, to je portfelj s pariteto tveganj, bo predstavljena v tre-
tjem delu. Za£eli bomo z motivacijo za portfelj s pariteto tveganj, katero bomo iskali
v njegovi primerjavi z uveljavljenim 60/40 portfeljem. Obrazloºili bomo prednosti in
pomanjkljivosti portfelja s pariteto tveganj, ob tem pa predlagali moºnost za izogib
najve£ji pomanjkljivosti tega portfelja. Nadaljevali bomo z matemati£no de�nicijo
portfelja s pariteto tveganj in prikazali njegove teoreti£ne lastnosti. Pokazali bomo,
da portfelj s pariteto tveganj vedno obstaja in je enoli£en, pokomentirali bomo tudi
njegovo optimalnost. Za konec bomo izpeljali dva numeri£na algoritma, ki na u£in-
kovit na£in pora£unata uteºi za portfelj s pariteto tveganj. Primerjali bomo njuno
u£inkovitost na majhnem in velikem naboru podatkov, saj je dobro vedeti, kdaj je
smiselno uporabiti katerega od njiju.
V £etrtem delu magisterija se bomo nekoliko odmaknili od strategije paritete tve-
ganj in si bomo pogledali dve drugi metodi, ki prav tako oblikujeta portfelj brez
upo²tevanja pri£akovanih prihodnjih donosov portfelja. Opisali bomo ugotovitve
drugih avtorjev glede portfelja z enakimi uteºmi in izpeljali ena£be za izra£un uteºi
v portfelju z najniºjim tveganjem. Na koncu bomo pokazali, da je portfelj s pari-
teto tveganj lociran med portfeljem z najniºjim tveganjem in portfeljem z enakimi
uteºmi.
Zadnji, peti del magisterija, bo namenjen empiri£nimi zaklju£kom. Na voljo bomo
imeli tri nabore podatkov, ki se med seboj pomembno razlikujejo glede na karakte-
ristike vhodnih podatkov. Za vsak nabor podatkov bomo pogledali, kak²en portfelj
oblikuje vsaka od treh obravnavanih strategij in na podlagi razli£nih meril uspe²nosti
pokomentirali dobljene rezultate.

2. Upravljanje sredstev

Besedna zveza, okoli katere se vrti celotna tema magistrskega dela, je oblikovanje
portfelja. Metode za oblikovanje portfeljev ekonomska teorija uvr²£a na podro£je
�nanc. Bistvo �nanc je uporaba ekonomskih na£el za odlo£anje, kar vklju£uje tudi
alokacijo oziroma razdelitev denarja pod pogoji negotovosti. Besedi, ki povzemata
glavni prioriteti �nanc, sta denar in prihodnost. Finance podajajo okvir za odlo£anje
o tem, kako priti do sredstev in kaj naj naredimo z njimi, ko jih enkrat imamo.
Fabozzi in Drake [8] trdita, da so temelji �nanc sestavljeni iz naslednjih treh, med
seboj prepletenih, podro£ij ekonomije: kapitalski trgi in teorija kapitalskih trgov,
upravljanje �nanc ter upravljanje sredstev. Podro£je kapitalskih trgov in teorije
kapitalskih trgov zajema �nan£ni sistem, strukturo obrestnih mer in vrednotenje
tveganih sredstev. Podro£je upravljanja �nanc vklju£uje odlo£itve znotraj dolo£ene
organizacije, ki so povezane z investiranjem v sredstva in �nanciranjem le-teh. Ve£
pozornosti bomo namenili tretjemu podro£ju �nanc, to je upravljanju sredstev, saj je
poznavanje tega podro£ja pomembno za nadaljnje razumevanje vsebine magisterija.

2.1. Proces upravljanja sredstev

Upravljanje sredstev (ang. investment management, asset management, portfolio
management) je proces upravljanja portfelja, to je skupka sredstev, naloºb oziroma
investicij. Proces upravljanja sredstev je v splo²nem sestavljen iz petih korakov ([8],
str. 390 - 401).
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1. korak: dolo£itev naloºbenih ciljev. Upravljanje sredstev pri£nemo s
temeljito analizo naloºbenih ciljev investitorja (bodisi individualnega bodisi institu-
cionalnega1), £igar sredstva se bodo upravljala.
Ne glede na tip investitorja, naloºbene cilje v splo²nem delimo na dve ²iroki katego-
riji: (1) cilji, ki morajo biti doseºeni zaradi obveznosti in (2) cilji, ki so neodvisni od
obveznosti. Obveznosti v tem primeru ozna£ujejo denarni izdatek, ki se bo zaradi
izpolnitve pogodbeno dogovorjenih obveznosti, zgodil na dolo£en datum v priho-
dnosti. Upravljanje sredstev z namenom dosega dolo£enega cilja, ki je neodvisen od
obveznosti, ni usmerjeno v iskanje denarnega toka, temve£ raje v dosego dolo£enih
ciljev, povezanih z donosom in tveganjem.
Ne glede na tip naloºbenega cilja, moramo za uspe²no upravljanje sredstev vzposta-
viti izhodi²£e za primerjavo (ang. benchmark). Izhodi²£e za primerjavo je portfelj ali
indeks2, ki se uporablja v primerjalne namene pri ocenjevanju uspe²nosti portfelja.
To primerjalno orodje naj bi bilo podobno naloºbenim ciljem investitorja. �e je na-
loºbeni cilj povezan z obveznostmi, je tipi£no sredstvo za primerjavo ciljna obrestna
mera, za katero menimo, da bi lahko omogo£ila pridobitev potrebnega denarnega
toka. �e naloºbeni cilj ni odvisen od obveznosti, je tipi£no izhodi²£e za primerjavo
razred sredstev, v katerega spadajo investirana sredstva.

2. korak: vzpostavitev naloºbene politike. Postaviti moramo tak²no na-
loºbeno politiko, da bomo z njo zagotovili izpolnitev naloºbenih ciljev. Oblikovanje
politike pri£nemo z odlo£itvami o na£rtni razporeditvi oziroma alokaciji sredstev
(ang. asset allocation), ki podaja odgovor na vpra²anje: �Kak²na naj bo me²anica
sredstev v portfelju?� ([8], str. 393). Pri tem upo²tevamo razmerje med donosno-
stjo in tveganjem posameznih razredov sredstev, ki je v skladu s pri£akovanji in cilji
investitorja. Poznamo tri vrste alokacije sredstev.

(1) Alokacija v skladu z naloºbeno politiko (ang. policy asset allocation) je te-
melj naloºbene strategije in pomeni udejanjanje naloºbene politike. Ohlapno
jo de�niramo kot dolgoro£no odlo£itev o sestavi portfelja, skozi katero inve-
stitor i²£e primerni dolgoro£ni nabor sredstev. Izbrani nabor sredstev se
mora skladno z naloºbenimi cilji, £im bolj pribliºati pri£akovani donosno-
sti portfelja glede na zastavljeno tveganje. S tem politika alokacije sredstev
uravnava dva nasprotujo£a si cilja. Na eni strani so strategije, ki z veliko
verjetnostjo ustvarijo visoke dolgoro£ne donose, a so same po sebi precej tve-
gane strategije. Na drugi strani so strategije, ki omogo£ajo visoko varnost,
vendar pogosto ustvarijo le skromne donose.

(2) Dinami£na alokacija sredstev (ang. dynamic asset allocation) ozna£uje avto-
mati£no preoblikovanje sredstev v portfelju, kot odziv na spremenjene raz-
mere na trgu. Klju£nega pomena pri tej alokaciji sredstev je takoj²ne prilaga-

1Primeri institucionalnih investitorjev so zavarovalnice, pokojninski skladi, depozitne institucije
itd.

2Borzni indeksi predstavljajo tehtano povpre£je te£ajev dolo£enih vrednostnih papirjev in med
drugim odgovarjajo na vpra²anje: �Kaj se danes dogaja na trgu?�. Indekse praviloma delimo
glede na vrsto vrednostnega papirja (delni²ki indeks, obvezni²ki indeks, surovinski indeks ...),
geografsko pokritost (mednarodni indeks, nacionalni indeks ...) in panogo (indeks, ki predstavlja
zavarovalni²ki sektor ...). Znotraj teh delitev se indeksi naprej razlikujejo glede na metodo, s katero
so dolo£ene uteºi na vrednostne papirje, vklju£ene v indeks (cenovno uteºen indeks, indeks uteºen
s trºno kapitalizacijo in enakomerno uteºen indeks) ([1], str. 38 - 46).
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janje portfelja, v kolikor se spremeni gospodarsko okolje ali �nan£na situacija
investitorja.

(3) Takti£na alokacija sredstev (ang. tactical asset allocation) ozna£uje strate-
gijo zavestnega odstopanja od dolgoro£no dolo£ene me²anice sredstev, obli-
kovane z naloºbeno politiko. Sredstva v portfelju se aktivno prilagajajo glede
na kratkoro£ne spremembe v gospodarstvu in s tem izkoristijo trenutne situ-
acije neu£inkovitosti trga, to so podcenjena posami£na sredstva, podcenjeni
razredi sredstev itd.

Pri oblikovanju naloºbene politike moramo dodatno upo²tevati ²e naslednje omeji-
tve: omejitve s strani investitorja (koliko se lahko najve£ investira v dolo£en razred
sredstev, katere vrednostne papirje investitor ºeli v portfelju itd.), regulatorne ome-
jitve (upo²tevanje na tveganju temelje£ega zahtevanega kapitala, ki je prisoten v
portfeljih, ki se upravljajo za ban£ne in zavarovalni²ke institucije) in dav£ne omeji-
tve (nekateri institucionalni investitorji (pokojninski skladi) so izvzeti iz obdav£itve).

3. korak: izbira naloºbene strategije. Naloºbena strategija mora biti skla-
dna z naloºbenimi cilji in smernicami naloºbene politike. Naloºbena strategija je
lahko aktivna ali pasivna, lahko je tudi me²anica obeh.
Aktivna naloºbena strategija za iskanje bolj²e uspe²nosti, kot jo ponuja portfelj,
ki je le ²iroko diverzi�ciran oziroma razpr²en, uporablja vse dostopne informacije
in tehnike napovedovanja. Bistvenega pomena za vse aktivne strategije so pri£a-
kovanja o dejavnikih, ki vplivajo na uspe²nost razreda sredstev (prihodnji dobi£ek,
dividende, obrestne mere, menjalni te£aji ...).
Pasivna naloºbena strategija vklju£uje le minimalno koli£ino vhodnih podatkov glede
pri£akovanj in se pri doseganju uspe²nosti nekega portfelja raje zana²a na diverzi�-
kacijo. Pasivna strategija predpostavlja, da trºna u£inkovitost odraºa vse dostopne
informacije v ceni, po kateri se prodaja vrednostni papir. Povedano druga£e, na
trgu ne morejo obstajati vrednostni papirji, ki so podcenjeni ali precenjeni.
Pri investicijah v obveznice poznamo ²e strukturirano naloºbeno strategijo, katera
oblikuje portfelj z namenom doseganja uspe²nosti nekaterih vnaprej dolo£enih obve-
znosti, ki bodo morale biti popla£ane v prihodnosti. Zato se ta tip strategije imenuje
strategija, povzro£ena s strani obveznosti (ang. liability-driven strategies).

4. korak: oblikovanje portfelja in nadzor nad njegovo uspe²nostjo. Pri
izgradnji portfelja posku²amo oblikovati realisti£ne in razumne pri£akovane donose s
pomo£jo razli£nih analiti£nih orodij. Z njihovo pomo£jo posku²amo oblikovati u£in-
kovit portfelj (ang. e�cient portfolio) oziroma dose£i optimalno sestavo portfelja.
U£inkovit portfelj je portfelj, ki ponuja najve£ji pri£akovani donos za dano stopnjo
tveganja, ali ekvivalentno, najniºje tveganje za dani pri£akovani donos. Ko je por-
tfelj zgrajen, moramo spremljati in nadzorovati njegovo obna²anje na trgu. Namen
tega je ugotoviti, kako se portfeljska izpostavljenost tveganju spreminja glede na
trenutne trºne pogoje, in pridobivanje informacij o sredstvih v portfelju. Portfelj s
£asom mogo£e ve£ ne bo u£inkovit in bomo morali ponovno vzpostaviti ravnovesje
v portfelju.

5. korak: merjenje in ocenjevanje uspe²nosti naloºb. Merjenje uspe²nosti
pomeni ustrezno izra£unavanje donosov skozi ocenjevalni £asovni interval. Ocenje-
vanje uspe²nosti pomeni iskanje odgovora na vpra²anje, ali je upravljanje sredstva
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prineslo dodatno vrednost. To se ugotovi s primerjavo uspe²nosti obravnavanega
sredstva in vzpostavljenega izhodi²£a za primerjavo.

Lahko zaklju£imo, da je proces upravljanja sredstev cikli£ne oblike, saj ocenjevanje
uspe²nosti pridobi povratne informacije, ki vplivajo na spremembe ciljev, politike,
strategije in sestave portfelja.

2.2. Razredi sredstev

Klju£ni element v portfeljski teoriji je portfelj. Osnovne sestavine portfelja so
razredi sredstev oziroma naloºbeni razredi (ang. asset class). Ker je dobro pozna-
vanje razredov sredstev bistvenega pomena pri oblikovanju portfelja, bomo v tem
razdelku de�nirali nekatere razrede sredstev in opisali njihove lastnosti.

Sredstvo je vsakr²en vir, od katerega se pri£akuje, da bo zagotavljal prihodnje
koristi in ima zato ekonomsko vrednost. Sredstva delimo na opredmetena in ne-
opredmetena sredstva. Vrednost opredmetenega sredstva je odvisna od dolo£enih
�zi£nih lastnosti sredstva. V nasprotju s tem, neopredmetena sredstva predstavljajo
pravne zahtevke do dolo£enih koristi v prihodnosti in njihova vrednost ni odvisna
od oblike, v kateri so terjatve zabeleºene. Zato �nan£na sredstva, katerih primer
so delnice in obveznice, ²tejemo med neopredmetena sredstva. Za �nan£na sredstva
velikokrat uporabimo sorodni izraz �nan£ni instrumenti, nekatere �nan£ne instru-
mente pa pogosto imenujemo vrednostni papir ([8], str. 14).

Sredstva s skupnimi lastnostmi zdruºimo v razred sredstev. Naloºbene lastnosti,
ki jih upo²tevamo pri vklju£evanju posameznega sredstva v razred, so naslednje:

(1) Sredstva so podobno ob£utljiva na glavne ekonomske faktorje, ki vplivajo
na vrednost celotnega razreda. To se odraºa v visoki korelaciji med donosi
posameznih sredstev, vklju£enih v isti razred sredstev.

(2) Sredstva imajo podobne lastnosti glede tveganja in donosa.
(3) Sredstva imajo skupno pravno in regulatorno strukturo.

�e je razred sredstev de�niran na zgoraj opisan na£in, potem je korelacija med
donosi razli£nih razredov sredstev nizka ([10], str. 15).

Razrede sredstev delimo na tradicionalne in alternativne razrede sredstev. Tradi-
cionalni razredi sredstev so trije:

(1) navadne delnice (ang. common stocks),
(2) obveznice (ang. bonds),
(3) instrumenti denarnega trga (ang. money market instruments).

Skupino alternativnih razredov sredstev med drugimi sestavljajo ([10], str. 16):

• nepremi£nine (ang. real estate),
• hedge skladi (ang. hedge funds),
• zasebni lastni²ki kapital (ang. private equity),
• surovine (ang. commodities).

V ve£ini razvitih drºav obstajajo ²tirje glavni razredi sredstev - poleg tradicional-
nih razredov sredstev k tej skupini pri²tevamo ²e nepremi£nine ([10], str. 15).
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V nadaljevanju bomo podrobneje predstavili tradicionalne razrede sredstev, saj se
najpogosteje uporabljajo pri izgradnji portfelja in zato obi£ajno predstavljajo ve£ino
vseh vrednostnih papirjev, vklju£enih v izbrani portfelj.

2.2.1. Navadne delnice

Navadna delnica je lastni²ki vrednostni papir, s katerim imetnik papirja pridobi
pravico do deleºa uspeha druºbe (dobi£ka), £e je druºba uspe²na in raste. Imetnik
papirja dobi dobi£ek v obliki dividend in/ali donosa na investicijo (ta se odraºa v
pove£ani vrednosti njegovih delnic). Vi²ina dividende je odvisna od doseºenega do-
bi£ka druºbe in politike razdelitve dobi£ka v druºbi. Druºba se namre£ lahko odlo£i
zadrºati ve£ji del dobi£ka za nadaljnji razvoj, zato v tem primeru delni£arji dobijo
niºje dividende. Prav tako se lahko druºba odlo£i, da dobi£ka v posameznem letu
ne bo izpla£ala.
Navadne delnice lastniku zagotavljajo volilno pravico pri volitvah o £lanih uprave in
drugih pomembnih zadevah. V primeru bankrota druºbe lahko navadni delni£arji
zahtevajo poslovno premoºenje, vendar samo premoºenje, ki ostane po tem, ko je
podjetje poravnalo dolgove ostalim upravi£encem (prednostni delni£arji itd.). Ker
navadne delnice predstavljajo lastni²tvo v gospodarski druºbi in ker ºivljenje go-
spodarske druºbe praviloma ni omejeno, so navadne delnice stalen vrednostni papir
oziroma vrednostni papir brez zapadlosti ([11], str. 30).

Iz razreda navadnih delnic lahko naprej oblikujemo nove razrede sredstev. Dva
nova razreda sredstev dobimo z delitvijo na razred tujih navadnih delnic in razred
doma£nih navadnih delnic. Znana je tudi delitev delnic glede na trºno kapitalizacijo
druºbe (ang. market capitalization). Podjetja z ve£jo trºno kapitalizacijo so pogosto
manj tvegana kot tista z manj²o in je zato likvidnost njihove delnice ve£ja. Prav
tako lahko oblikujemo razred navadnih delnic iz drºav z razvitim trgom in obratno,
razred navadnih delnic iz drºav s trgom v nastajanju ([10], str. 15).

2.2.2. Obveznice

Obveznice spadajo v razred vrednostnih papirjev s �ksnim donosom (ang. �xed in-
come securities), vendar se v literaturi izraza obveznice in vrednostni papir s �ksnim
donosom pogosto uporabljata sopomensko. Vrednostni papir s �ksnim donosom je
dolºni²ki instrument, s katerim se izdajatelj zaveºe k pla£ilu dolo£ene vsote denarja
na dolo£en datum v prihodnosti ([10], str. 16). Zna£ilnost investiranja v vrednostne
papirje s �ksnim donosom je ta, da investitor od tak²nega dolºni²kega instrumenta
ne more realizirati ve£ od zneska, dolo£enega v pogodbi. Iz tega razloga imajo ti
vrednostni papirji v svojem imenu dodatek ��ksni donos�.
V splo²nem se vrednostni papirji s �ksnim donosom delijo v dve kategoriji: dol-
ºni²ki vrednostni papirji in prednostne delnice3 (ang. pre�ered stock). Dolºni²ki
vrednostni papir je �nan£ni instrument s katerim posojilojemalec obljubi popla£ilo

3Prednostne delnice so glede na svoje lastnosti tako dolºni²ki kot lastni²ki �nan£ni instrument.
Investitorji v ta vrednostni papir so upravi£eni le do prejetja �ksnega zneska, dolo£ena s pogodbo,
kar je lastnost dolºni²kih instrumentov. Vendar investitor prejme pla£ilo le v primeru, ko so
obveznosti do upnikov druºbe ºe izpolnjene, kar je lastnost lastni²kega instrumenta ([8], str. 16).
Tudi avtorji literature s tega podro£ja si niso enotni. Tako Fabozzi in Drake [8] obravnavata
prednostne delnice kot vrednostni papir s �ksnim donosom, Bodie, Kane in Marcus [1] pa jih
uvr²£ajo med lastni²ke vrednostne papirje.
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nominalne vrednosti obveznosti (glavnice) do datuma zapadlosti in, v ve£ini pri-
merov, tudi periodi£nih obrestnih pla£il lastniku dolºni²kega vrednostnega papirja
([11], str. 30). Dolºni²ke vrednostne papirje sestavljajo

• obveznice,
• s premoºenjem kriti vrednostni papirji (ang. asset-backed securities - ABS ),
• vrednostni papirji zavarovani s hipoteko (ang. mortgage-backed securities -
MBS ) in
• posojila bank ([10], str. 17).

Podrobneje si bomo ogledali razred obveznic, saj skupaj z navadnimi delnicami,
predstavljata prevladujo£a razreda sredstev v ve£ini individualnih in institucionalnih
portfeljih. Ker obveznice spajajo pod dolºni²ke vrednostne papirje, njihovo de�ni-
cijo ºe poznamo. Obveznice izdajajo banke, druºbe oziroma podjetja, drºave ali
ob£ine. Klasi�ciramo jih na razli£ne na£ine. En na£in je klasi�kacija glede na vrsto
izdajatelja. Tako poznamo

• drºavne obveznice (ang. government bonds),
• ob£inske obveznice (ang. municipal bonds),
• podjetni²ke obveznice (ang. corporate bonds) ...

Tudi obveznice lahko delimo glede na izdajatelja in s tem oblikujemo razred obve-
znic doma£ih izdajateljev ter razred obveznic tujih izdajatelj. Nadaljnje lahko tuje
izdajatelje delimo glede na razvitost �nan£nih trgov, bodisi v razviti trg bodisi v
nastajajo£i trg ([8], str. 397).

2.2.3. Instrumenti denarnega trga

Tako kot trg dolºni²kih vrednostnih papirjev je tudi denarni trg (ang. money
market) podsektor trga vrednostnih papirjev s �ksnim donosom ([1], str. 24). In-
strumenti denarnega trga so kratkoro£ni dolºni²ki instrumenti, torej vsa kratkoro£na
posojila in kratkoro£ni vrednostni papirji, ki jih izdajajo drºave, banke, podjetja in
druge institucije. Medtem ko s kratkoro£nimi posojili praviloma ne trgujemo na
sekundarnem trgu (borzi), saj so pogodbeno dogovorjena, s kratkoro£nimi vredno-
stnimi papirji trgujemo na sekundarnem trgu vrednostnih papirjev. Kratkoro£nost
vrednostnega papirja pomeni, da ta zapade v obdobju enega leta ali manj. Poleg
kratkoro£nosti je vsem tem instrumentom skupna tudi varnost, saj imajo instru-
menti tak²nega tipa nizko tveganje oziroma niºje od ostalih oblik �nan£nih instru-
mentov. Prav tako so ti instrumenti visoko likvidni, saj jih je mogo£e prodati pred
dospetjem, in sicer za ceno, ki je blizu nakupni. Najbolj pogosti instrumenti denar-
nega trga so ([10], str. 28):

• zakladne menice (ang. Treasury bills),
• komercialni zapisi (ang. comercial paper),
• potrdila o vezanih vlogah (ang. certi�cates of deposit),
• ban£ni akcepti (ang. bankers acceptances) in
• reodkupni sporazumi � repo posli (ang. repurchase agremeent).
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3. Za£etki portfeljske teorije

�A good portfolio is more than a long list of goods stocks and bonds.
It is a balanced whole, providing the investor with protections and
opportunities with respect to a wide range of contingencies4.�

�Harry M. Markowitz ([8], str. 394)

Teoreti£no znanje o posameznih razredih sredstev investitor nadgrajuje in poso-
dablja s prebiranjem gospodarskih novic. S tem si izoblikuje stali²£a o tem, kateri
trgi, sektorji ali podjetja so uspe²nej²a in katera ne. Tako se laºje odlo£i, katere
razrede sredstev je smiselno vklju£iti v portfelj in katere ne. Vendar le pregledi nad
trgom niso dovolj za izbiro portfelja. Naloºbena miselnost, ki temelji na prepozna-
vanju in vlaganju v �zmagovalce�, to je delnice, za katere se zdi da so podcenjene ali
delnice, ki imajo visoke pri£akovane donose, se je spremenila leta 1952, ko je Harry
Markowitz objavil svoj £lanek Portfolio Selection v Journal of Finance. S tem se
je zgodil prvi preboj v razvoju oblikovanja sodobnih �nan£nih odlo£itev, v katerem
sta imela pomembno vlogo koncepta upravljanje tveganja portfelja in diverzi�kacija
portfelja ([10], str. 245).

Markowitz pravi, da morajo investitorji pri odlo£itvah glede investicij upo²tevati
dva dejavnika, pri£akovani donos investicije in tveganje, ki izhaja iz investicije. Pr-
votno je ta naloºbena �lozo�ja pritegnila le malo zanimanja, vendar jo je s£asoma
�nan£na skupnost sprejela. Skozi leta se je teorija portfeljske izbere, oblikovane s
strani Markowitza raz²irila, preoblikovale se so tudi predpostavke, narejene v origi-
nalnem modelu. Za Markowitzovo naloºbeno teorijo se v literaturi uporabljajo ²te-
vilni izrazi, med drugim povpre£je-varianca analiza (ang. mean-variance analysis),
povpre£je-varianca portfeljska optimizacija (ang. mean-variance portfolio optimiza-
tion) in moderna portfeljska teorija - MPT (ang. Modern Portfolio Theory) ([10],
str. 245).

Markowitz je tveganje portfelja de�niral z varianco prihodnjih donosov

σ2 =
∑
i

x2
iσ

2
i +

∑
i

∑
j 6=i

xixjσij = xTΣx,

kjer je

• xi uteº, pripisana sredstvu i,
• σ2

i = σii varianca sredstva i in
• σij kovarianca med sredstvoma i in j.

Zapis v matri£ni obliki vsebuje oznaki x = (x1, ..., xn), ki je stolpi£ni vektor uteºi in
Σ, ki je kovarian£na matrika donosov

Σ =

σ11 · · · σ1n
... . . . ...
σn1 · · · σnn

 .
Pomembna lastnost, kateri mora zado²£ati kovarian£na matrika, je pozitivna de�-
nitnost. V nasprotnem primeru ni mogo£e dolo£iti optimalnih uteºi za sredstva v

4�Dober portfelj je ve£ kot le dolg seznam delnic in obveznic. Je uravnoteºena celota, ki inve-
stitorju zagotavlja varnost in priloºnosti skupaj z ²irokim spektrom naklju£ij.�
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portfelju. Hkrati je s tem izpolnjena zahteva o obrnljivosti kovarian£ne matrike, kar
je nujno potrebno v procesu dolo£anja optimalnih uteºi sredstvom v portfelju ([17],
str. 18).
S tem, ko je Markowitz za de�nicijo tveganja izbral varianco prihodnjih donosov, je
opomnil tudi na pomembnost diverzi�kacije v portfelju. Matemati£no je varianca
portfelja vsota izrazov, ki vklju£ujejo tako variance donosov posameznih sredstev
kot kovariance med temi donosi. Zato investiranje celotnega premoºenja v sredstva,
ki so med seboj mo£no korelirana, ni ravno preudarna strategija, tudi £e se za vsako
posamezno sredstvo zdi, da je �zmagovalec�. �e je katerokoli posamezno sredstvo
manj uspe²no od pri£akovanj, je zaradi visoke korelacije z ostalimi sredstvi zelo ver-
jetno, da bodo tudi ostala sredstva nastopila slabo. S tem bi se bistveno zmanj²ala
vrednost celotnega portfelja ([10], str. 246).

Klasi£ni Markowitzov okvir predpostavlja, da investitor naredi odlo£itev o svoji
investiciji za eno £asovno obdobje, ki je vnaprej dolo£ene dolºine. Investitorja za-
nima, kak²en bo donos njegovega portfelja na koncu tega £asovnega obdobja ([10],
str. 250).
Oblikovanje portfelja je dvostopenjski proces. Prva stopnja je namenjena oceni pri-
£akovane donosnosti sredstev na podlagi opazovanja in izku²enj. Na drugi stopnji
izra£unavamo uteºi sredstvom, ki sestavljajo portfelj. Klasi£ni alokacijski problem
povpre£je-varianca je formuliran slede£e:

(3.1) min
x
xTΣx

p.p.

{
xTµ = rcilj
xT1 = 1

,

kjer je

• 1 vektor enic,
• µ = (µ1, ..., µn)T vektor pri£akovanih donosov n sredstev,
• rcilj = xTµ ∈ R vektor ºelenih donosov n sredstev.

Ciljna funkcija optimizacijskega problema je kvadrati£na za spremenljivko x. Mi-
nimizacijski problem (3.1) je konveksen, saj je ciljna funkcija konveksna, vse ome-
jitve pa so linearne funkcije iskane spremenljivke. Optimalno re²itev za klasi£no
povpre£je-varianca portfeljsko alokacijo lahko z uporabo Lagrangevih multiplikator-
jev zapi²emo v zaklju£eni obliki (za izpeljavo in rezultat glej [10], str. 253).
Tipi£no je klasi£na povpre£je-varianca optimizacija modi�cirana tako, da vklju£uje
dodatne omejitve ali da je ciljna funkcija izraºena na druga£en na£in. V takih pri-
merih re²itev v zaklju£eni obliki redko obstaja, zato je za izra£un optimalnih uteºi
potrebno uporabiti numeri£ne metode.

4. Pomanjkljivosti Markowitzove teorije

Medtem ko se zdi Markowitzova re²itev mo£na in elegantna, naletimo na pre-
cej resnih pomanjkljivostih pri njenem prakti£nem izvajanju. Zato je brezbriºnost
²tevilnih investicijskih praktikov do povpre£je-varianca optimizacijskih tehnologij,
kljub njihovi teoreti£ni privla£nosti, razumljiva v mnogih primerih. Glavne pro-
bleme lahko strnemo v tri skupine.
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(1) Model ustvari skoncentrirane portfelje: povpre£je-varianca optimizacija obi-
£ajno zgradi portfelje z velikimi dolgimi (nakupnimi) in kratkimi (prodaj-
nimi) pozicijami v samo nekaj sredstev, kar nasprotuje pojmu diverzi�kacije.
�e bi bili parametri, ki se uporabljajo v optimizaciji (vektor pri£akovanih do-
nosov in kovarian£na matrika), znani z gotovostjo, bi bilo razumno investirati
v tak²en skoncentriran portfelj. A pri£akovani donosi so le napovedi, zato je
tak²na naloºbena izbira zelo tvegana ([17], str. 27). Drugi razlog, ki vodi v
�optimalne� portfelje, ki so pretirano skoncentrirani na neko omejeno pod-
skupino celotnega nabora sredstev, so subjektivne ocene prihodnjih donosov
in tveganj, ki so velikokrat pod vplivom vedenjske pristranskosti investitorja.
Primer tak²ne pristranskosti so investitorjeve previsoke ocene pri£akovanih
donosov za dolo£eni razred sredstev, zaradi trenutne mo£ne uspe²nosti tega
razreda ([4], str. 108). Povpre£je-varianca analiza potrebuje speci�£no oceno
pri£akovanega donosa posameznega sredstva in ne bi smela omogo£ati inve-
stitorju, da svoja prepri£anja izrazi v relativnem smislu in jim hkrati pripi²e
razli£ne stopnje zaupanja, ki odraºajo njegovo negotovost v posamezno pri-
£akovanje.

(2) Model zahteva veliko vhodnih podatkov: model zahteva vhodne podatke o
pri£akovanih donosih, variancah in kovariancah vsakega sredstva, ki je vklju-
£en v portfelj. Pri veliki koli£ini sredstev je zelo zapletena naloga podati
ocene za vse vhodne parametre. Kot re²itev tega problema lahko za po-
dajo ocene pri£akovanih donosov uporabimo zgodovinske podatke, vendar so
zgodovinske ocene pogosto slabi napovedovalci obna²anja v prihodnosti, saj
vsebujejo dale£ preve£ ²uma, da bi bile uporabne, ²e posebej £e premija za
tveganje5 (ang. risk premia) in korelacije za razrede sredstev £asovno vari-
irajo. Poleg tega, moºnost premika paradigme na kapitalskem trgu naredi
zgodovinske podatke veliko manj relevantne za napovedovanje prihodnjega
razvoja donosov sredstev ([4], str. 108).

(3) Model ni robusten, saj je pretirano ob£utljiv na vhodne parametre: majhne
spremembe v vrednostih vhodnih podatkov lahko povzro£ijo velike spre-
membe v sestavi portfelja. Povpre£je-varianca model predpostavlja, da so
vhodni podatki pravilni, brez kakr²ne koli napake ocenjevanja. Ker to se-
veda ne drºi, model s tem maksimizira u£inke napak v vhodnih podatkih,
zato pogosto zasledimo, da se za Markowitzov optimizacijski problem upo-
rablja izraz maksimizator ocenitvene napake ([17], str. 27). Eden od krivcev
za ne robustno obna²anje naj bi bila kovarian£na matrika, saj je pogosto oce-
njena iz podatkov, pri £emer lahko postopek ocenjevanja proizvede matrike,
ki so blizu singularnosti ali pa so povsem singularne. To povzro£a probleme
pri izra£unu obrnljive matrike med postopkom optimizacije.
Avtorji £lanka [13] so pokazali, da ²e ve£jo krivdo za ne robustnost modela no-
sijo ocene pri£akovanih donosov. Prikazali so, da se natan£nost (izra£unana s
pomo£jo variance ocenjenih parametrov) pri ocenjevanju pri£akovanih dono-
sov in natan£nost pri ocenjevanju standardnega odklona mo£no razlikujeta.

5Premija za tveganje je razlika med pri£akovanim donosom portfelja in zagotovljenim donosom
na netvegan vrednostni papir. Ekvivalentno poimenovanje je pri£akovani preseºeni donos (ang.
expected excess return) portfelja.
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V ta namen so de�nirali natan£nosti kazalnik
var(µ̂i)

var(σ̂i)
≈ 2n,

pri £emer je n ²tevilo enako dolgih podobdobij znotraj enega leta (n = 12,
£e uporabljamo mese£ne podatke ali n = 250, £e uporabljamo dnevne po-
datke). Vidimo, da se tipi£no natan£nostni kazalnik giblje v rangu med 24 in
500, kar dokazuje, da je kovarian£na matrika lahko ocenjena z bistveno vi²jo
natan£nostjo kot vektor pri£akovanih donosov. Investitor lahko natan£nost
ocene zvi²a z uporabo dalj²e £asovne vrste. �e bi bila dolºina £asovne vrste
neskon£na, bi bili obe oceni, tako pri£akovanih donosov kot kovarian£ne ma-
trike, to£ni. Torej tveganja, ki izhaja iz ocenjevanja ne bi bilo. Kakorkoli,
realne £asovne vrste niso tako dolge in zato parametri ne morejo biti ocenjeni
to£no.

Za soo£enje z omenjenimi problemi klasi£nega Markowitzovega optimizacijskega pro-
blema, so akademiki predlagali ²tevilne alternativne metode. Te metode vklju£ujejo
tehniko zankanja (ang. bootstrapping), regularizacijo kovarian£ne matrike z naj-
razli£nej²imi metodami, regularizacijo speci�kacije programa z uvedbo dolo£enih
omejitev na uteºi in robustno alokacijo sredstev. A tudi te alternative imajo svoje
slabosti. Njihova najbolj izpostavljena pomanjkljivost je dodatna ra£unska obreme-
nitev, s katero se mora soo£iti investitor, £e ºeli pora£unati re²itev v primeru velikega
²tevila scenarijev. Poleg tega se je ve£krat izkazalo, da uspe²nost teh pristopov ni
nujno bolj²a od tradicionalne.
Kritike, ki s strani investitorjev letijo na optimizacijski pristop povpre£je-varianca,
so se ²e dodatno okrepile po �nan£ni krizi leta 2008. Ta je povzro£ila, da se je
investitorjeva toleranca do tveganja zniºala, zato se je na trgu za£el pojavljati ve-
dno ve£ji deleº investitorjev, ki preferirajo bolj hevristi£ne re²itve. Te so ra£unsko
enostavne za implementacijo in robustne, saj niso odvisne od pri£akovanih donosov,
poleg tega pa ne potrebujejo dodatnih omejitev za pridobitev zadovoljivih re²itev.
Poleg tega se je v mnogih primerih izkazalo, da klasi£na povpre£je-varianca optimi-
zacija lahko prinese rezultate, ki so slab²i od shem hevristi£nih metod ([14], str. 2).

Dva dobro poznana primera tak²ne tehnike sta portfelj z najniºjim tveganjem
(ang. minimum variance portfolio) in portfelj z enakimi uteºmi (ang. equally-
weighted portfolio). Prvi je poseben portfelj na paraboli, ki je rezultat optimiza-
cijskega problema povpre£je-varianca (ang. mean-variance e�cient frontier) in je
sestavljena iz parov (rcilj, σp) za vse moºne rcilj6. Portfelj z najniºjim tveganjem
je edini povpre£je-varianca u£inkovit portfelj, ki za svojo izgradnjo ne potrebuje
informacije o pri£akovanih donosih in ga lahko obravnavamo kot robusten portfelj.
Portfelj z najniºjim tveganjem v splo²nem trpi zaradi pomanjkljivosti v portfeljski
koncentraciji. Preprost in naraven na£in za razre²itev tega problema je pripis ena-
kih uteºi vsem sredstvom, ki so vklju£eni v portfelj. Portfelji z enakimi uteºmi ali
�1/n� portfelji so pogosto uporabljeni v praksi in so se izkazali za u£inkovite pri

6Meja u£inkovitosti (ang. e�cient frontier) predstavlja zgornji del te parabole, spodnji del
parabole se imenuje meja neu£inkovitosti (ang. ine�cient frontier). Portfelji na meji u£inkovitosti
imajo ob danem tveganju najve£jo pri£akovano donosnost oziroma ob dani pri£akovani donosnosti
najniºje tveganje. Imenujejo se u£inkoviti portfelji.
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testiranju te strategije izven vzorca, torej kako se naj bi ta strategija na trgu obna-
²ala v prihodnje. Poleg tega, £e imajo vsa sredstva enak korelacijski koe�cient in
tudi identi£no povpre£je ter varianco, je portfelj z enakimi uteºmi enoli£en portfelj
na meji u£inkovitosti. Njegova pomanjkljivost je ta, da lahko vodi v zelo omejeno
diverzi�kacijo tveganj, ²e posebej £e se posamezna tveganja bistveno razlikujejo med
seboj ([14], str. 2).

V nadaljevanju bomo predstavili ²e en hevristi£ni pristop, ki predstavlja vmesno
re²itev med portfeljem z najniºjim tveganjem in portfeljem z enakimi uteºmi. Gre
za pristop s pariteto tveganj, katerega ideja je izena£itev prispevkov tveganja (ang.
risk contribution) iz vseh sredstev portfelja. Prispevek tveganja komponente i je
deleº celotnega tveganja portfelja, pripisanega tej komponenti. Ukvarjanje s pri-
spevki tveganja je postala standardna praksa za institucionalne vlagatelje, znana
pod etiketo �risk budgeting�. V nekaterih primerih investitor ne ºeli upravljati iz-
postavljenosti tveganju na enoten na£in. V tem primeru zneski tveganja (ang. risk
budget), pripisani posameznim sredstvom v portfelju, niso enaki. Zanimiv je tudi
primer raziskave, ki je predstavila metodo za upravljanje portfelja drºavnih obve-
znic, pri kateri so zneski tveganja za vsako drºavo proporcionalni BDPju te drºave
([3], str. 2).

5. Motivacija za portfelj s pariteto tveganj

Upravljavci portfeljev se pogosto sklicujejo na rek, ki pravi, da je diverzi�kacija
edino �zastonj kosilo� pri investiranju. Na videz jasna trditev v ozadju skriva vpra-
²anja kot so, kaj mislimo z diverzi�kacijo in kaj je zastonj kosilo pri investiranju. Je
zastonj kosilo niºje tveganje, vi²ji donos ali mogo£e oboje? Iskanje odgovora na to
vpra²anje nas pripelje do ²e enega, precej dobro poznanega in na videz tudi dobro
upo²tevanega na£ela investiranja. Ta se glasi: �Ne nosi vseh jajc v isti ko²ari.�. Iz
tega precej jasno sledi, da poloºiti ve£ kot 90% jajc v eno ko²aro ni ravno primerna
diverzi�kacija. A o£itno veliko investitorjev, ki vlagajo v uravnoteºen 60/40 port-
felj7, po£ne ravno to. Kaj bi potemtakem bila primerna diverzi�kacija ([20], str. 1)?

Obstajajo razli£ni pogledi na pomen diverzi�kacije portfelja in odgovor na prej-
²nje vpra²anje se skriva v diverzi�kaciji tveganja in ne kapitalski diverzi�kaciji. �e
je sredstvo A veliko bolj tvegano od sredstva B, moramo z namenom diverzi�kacije
naloºbenega tveganja, manj investirati v sredstvo A in ve£ v sredstvo B. In £e se vr-
nemo na primer delnic in obveznic - v splo²nem imajo delnice vi²jo volatilnost in vi²ji
pri£akovani donos, medtem ko imajo obveznice niºjo volatilnost in niºji pri£akovani
donos. Qian [20] je za 60/40 portfelj izra£unal8, da preko 90% tveganja portfelja
prispevajo delnice. Torej je v tak²nem portfelju diverzi�kacijski u£inek obveznic za-

7Ker je povpre£je-varianca pristop zahteven za izvedbo v praksi (teºave z natan£nim ocenjeva-
njem pri£akovanih donosov), se investitorji v praksi pogosto drºijo 60/40 pravila, ki pravi, da je
dober portfelj sestavljen iz 60 odstotkov delni²kih sredstev in 40 odstotkov obvezni²kih sredstev,
brez kakr²nekoli zahteve po povpre£je-varianca optimalnosti. Motivacija za tak²no portfeljsko
strukturo je 8% do 9% pri£akovani donos portfelja, ki se lahko pripi²e tak²ni me²anici sredstev ([5],
str. 1).

8Na podlagi delni²kega indeksa Russel 1000 Index in obvezni²kega indeksa Lehman Aggregate
Bond Index.
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nemarljiv. Portfelj 60/40 dodeli vi²ji procent bolj tveganim sredstvom (delnice) in
niºji procent manj tveganim sredstvom (obveznice), zato je premalo diverzi�ciran
v svoji izpostavljenosti tveganju. Portfelj 60/40 je primer uravnoteºenega portfelja
v smislu alokacije kapitala, a zelo skoncentriranega z vidika alokacije tveganja, saj
zasluºi ve£ino svojega donosa iz izpostavljenosti delni²kemu tveganju in le malo iz
drugih virov tveganja.

Dramati£ni dogodki, ki so se zgodili v svetu �nan£nih trgov v £asu �nan£ne krize,
so potrdili pomembnost enakomerne porazdelitve tveganja med razrede sredstev, ki
sestavljajo portfelj. Zato je potrebno nameniti pozornost deleºem tveganj, ki jih
prispevajo posamezna sredstva v portfelju. Za razlago o tem, zakaj bi morali inve-
stitorji skrbeti glede prispevkov tveganja, moramo namesto matemati£ne de�nicije
tveganja, pogledati ekonomsko interpretacijo prispevka tveganja. Prispevek tvega-
nja je zelo natan£ni indikator prispevka izgube (ang. loss contribution). Na tveganje
lahko gledamo kot na abstraktni koncept, dokler ne pride do izgube. Ko do nje pride,
tako upravljavci portfeljev kot investitorji vedno ºelijo izvedeti, kaj je pripevalo k
izgubi. Qian [20] je na primeru 60/40 portfelja pokazal, da pri izgubah nad 2%, v
povpre£ju delnice prispevajo 96% izgube. Pri vi²jih izgubah so prispevkih iz delnic
²e vi²ji, tudi nad 100%. Ta primer ponuja empiri£ne dokaze za ekonomsko inter-
pretacijo prispevkov tveganja: prispevek tveganja aproksimira pri£akovan prispevek
izgube iz sestavin portfelja. To drºi, £e za izra£un prispevka tveganja uporabimo
variance in kovariance donosov.

Torej, 60/40 portfelj ni dobro diverzi�ciran, saj je ob pojavu izgube dostojne
velikosti, £ez 90% le-te mogo£e pripisati delnicam. Torej se vsaka velika izguba v
delnicah odraºa v izgubi podobne velikosti celotnega portfelja ([20], str. 2). Zato je
potrebno oblikovati portfelj, ki omeji vpliv velikih izgub iz posameznih komponent.
Za dosego tak²nega portfelja moramo zagotoviti, da je prispevek tveganja vsakega
sredstva enak ºelenemu znesku tveganja. Koncept prispevkov tveganj in njihova
ekonomska interpretacija nas vodi k razvoju portfeljev z razporejenim tveganjem
in njegovemu posebnemu primeru, to je portfelju s pariteto tveganj. V portfelju
s pariteto tveganj vsak razred sredstev prispeva enak deleº tveganja k celotnemu
tveganju portfelja. Torej sta v portfelju s pariteto tveganj prispevka tveganj s strani
delnic in obveznic enaka9 ([4], str. 109). Qian [20] je na istih podatkih kot za 60/40
portfelj izra£unal, da je portfelj s pariteto tveganj doseºen z alokacijo 23% v delnice
in 77% v obveznice10. Drasti£no se spremenijo tudi rezultati o prispevkih izgub za
portfelj s pariteto tveganj. Pri izgubah nad 2%, delnice prispevajo 48% in obveznice
52%, pri vi²jih izgubah se procenti za delnice ²e nekoliko zniºajo in procenti za
obveznice nekoliko zvi²ajo ([20], str. 3).

Qian je uspe²nost obeh portfeljev primerjal na osnovi Sharpe kazalnika11. Njegovi
rezultati so vidni v tabeli 1.

9V portfelj s pariteto tveganj lahko vklju£imo ²tevilne razrede sredstev, vendar bomo za ilustra-
cijo prikazali njegovo potencialno korist na primeru dveh razredov. Kljub temu opomnimo, da je
strategija paritete tveganj na ve£jem ²tevilu razredov sredstev bolj u£inkovita in robustna kot ta
preprosti primer.

10Tudi v portfelju z ve£ kot dvemi sredstvi v splo²nem velja, da je portfelj s pariteto tveganj
uteºen s sredstvi s �ksnim donosom, kar se odraºa v niºji portfeljski volatilnosti in donosih.

11Ve£ o Sharpe kazalniku je zapisano v 9. poglavju.
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Russell 1000 Lehman Agg 60/40 Pariteta tveganj
Povpre£ni donos 8,3% 3,7% 6,4% 4,7%
Standardni odklon 15,1% 4,6% 9,6% 5,4%
Sharpe kazalnik 0,55 0,80 0,67 0,87

Tabela 1. Karakteristike indeksov in portfelja ([20], str. 2)

Opazimo, da ima portfelj 60/40 tako povpre£ni donos kot standardni odklon med
tistima za delnice in obveznice. Njegov Sharpe kazalnik zna²a 0, 67, kar je niºje od
Sharpe kazalnika obveznic, katere so indikator slabe diverzi�kacije. Medtem ko je
Sharpe kazalnik za 60/40 portfelj niºji od ene od njegovih komponent, je Sharpe
kazalnik za portfelj s pariteto tveganj vi²ji od obeh. En na£in za interpretacijo
Sharpe kazalnika je donos v procentnih to£kah za vsak 1% sprejetega tveganja.
Torej za vsak 1% vzetega tveganja, je donos 60/40 portfelja 0, 67%, medtem ko je
donos portfelja s pariteto tveganj 0, 87%.

Poleg bolj²ega Sharpe kazalnika je glavna prednost dolo£evanja uteºi s pariteto
tveganj glede na povpre£je-varianca optimizacijo ta, da investitorjem pri oblikovanju
portfeljev ni treba oblikovati predpostavk o pri£akovanih donosih. Edini potrebni
vhodni podatek je kovarianca razreda sredstev, ki se lahko z uporabo zgodovinskih
podatkov, kot smo videli v prej²njem poglavju, oceni veliko bolj natan£no kot pri-
£akovani donosi.
V primerjavi z alokacijo sredstev, ki je preteºno osredoto£ena na kapitalsko trºne
donose, se hevristi£ni portfelj s pariteto tveganj ²teje tudi za bolj transparentnega
in mehani£nega, saj zniºa tveganje vedenjske pristranskosti, ki vpliva na odlo£itve
o alokaciji sredstev ([4], str. 109).
Investitorji s portfelji s pariteto tveganj ºanjejo ²e druge koristi prave diverzi�kacije
([20], str. 3):

(1) Vsak razred sredstev ima garantirano neni£elno uteº v portfelju.
(2) Uteºi so pod vplivom korelacij donosov sredstev na ºelen na£in, to je: sred-

stva, ki izkazujejo vi²jo korelacijo z ostalimi razredi sredstev, imajo niºjo
uteº in tista, ki izkazujejo niºjo korelacijo z ostalimi razredi sredstev, imajo
vi²jo uteº.

(3) Donosi tak²nega portfelja so bolj stabilni skozi £as.
(4) Portfelj je robusten do razli£nih gospodarskih reºimov.
(5) Njegova ideja predstavlja pomembno za²£ito pred padci med �nan£no krizo.

Do sedaj smo izpostavili le prednosti portfelja s pariteto tveganj pred 60/40 port-
feljem. A vendar mora obstajati razlog za investiranje na podlagi kapitalske divezi-
�kacije, saj se 60/40 pravilo, kljub novim raziskavam, ²e vedno zelo veliko uporablja
med investitorji. �e pogledamo tabelo 1, bomo ta razlog hitro odkrili. Iz nje lahko
razberemo, da je donos 60/40 portfelja enak 6, 4%, donos portfelja s pariteto tve-
ganj pa 4, 7%. Torej ima bolj diverzi�ciran portfelj (v smislu tveganja) niºji donos
od manj diverzi�ciranega portfelja, kljub temu da je njegov za tveganje popravljen
donos (Shape kazalnik) bolj²i. Vendar vi²ji za tveganje popravljen donos ni ravno
�zastonj kosilo� - investitorji ºelijo visoke donose, saj diverzi�kacija sama po sebi
ne pla£uje ra£unov ([22], str. 1).
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Ker je nizek donos portfelja edina pomanjkljivost, ki smo jo odkrili pri portfelju s
pariteto tveganj, se vpra²amo, ali bi lahko dosegli oboje, vrhunsko diverzi�kacijo in
vi²ji skupni donos? Ena re²itev za dosego vi²jih stopenj donosa je uporaba vzvoda.
Veliko investitorjev sprejme dejstvo, da je nekaj stopnje vzvoda potrebno in koristno
pri investiranju. Medtem ko uporaba vzvoda potegne s seboj nekatera kratkoro£na
tveganja, je ²e vedno primerno in razumno varno uporabiti vzvod v portfeljih s
pariteto tveganj na dolgi rok. Ker imajo obveznice veliko niºje tveganje od delnic,
portfelj s pariteto tveganj vzvodi obveznice tako, da imajo enak prispevek tveganja
kot delnice. Z uporabo vzvoda, lahko portfelj s pariteto tveganj ustvari enak ali vi²ji
donos kot 60/40 portfelj, ob tem pa ohranja vi²ji Sharpe kazalnik ([20], str. 4).

6. Portfelj s pariteto tveganj

6.1. De�nicija

Naj bo portfelj sestavljen iz n sredstev. Ozna£imo z xi uteº i-tega sredstva in z
R(x1, ..., xn) mero tveganja za portfelj x = (x1, ..., xn). �e je mera tveganja kohe-
rentna12 in konveksna, potem zado²£a Eulerjevemu izreku o homogeni funkciji13

R(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

xi ·
∂R(x1, ..., xn)

∂xi
.

Torej je mera tveganja za portfelj vsota produktov uteºi in marginalnih prispevkov
tveganja po posameznih sredstvih, ki sestavljajo portfelj. Zato je smiselno de�nirati
celotni prispevek tveganja i-tega sredstva z

TRCi(x1, ..., xn) = xi ·
∂R(x1, ..., xn)

∂xi
.

Predpostavimo, da imamo nabor zneskov tveganja b1, ..., bn. Potem je portfelj z
razporejenim tveganjem (ang. risk budgeting portfolio) de�niran z naborom omejitev

(6.1)



TRC1(x1, ..., xn) = b1R(x1, ..., xn)
...

TRCi(x1, ..., xn) = biR(x1, ..., xn)
...

TRCn(x1, ..., xn) = bnR(x1, ..., xn)

.

Za dolo£itev portfelja z razporejenim tveganjem, to je dolo£itev uteºi posameznim
sredstvom, ki so vklju£eni v ta portfelj, je potrebno re²iti sistem nelinearnih ena£b
(6.1) ([3], str. 3).

12Koherentna mera tveganja je mera, ki je subaditivna, monotona, pozitivno homogena in tran-
slacijsko invariantna ([9], str. 250).

13Eulerjev izrek o homogeni funkciji ([2], str. 1):
Naj bo funkcija f : Rn+ → R zvezna in odvedljiva na Rn+\{0}. Potem je f homogena stopnje k, £e
in samo £e za vse x ∈ Rn+\{0} velja

kf(x) =

n∑
i=1

xi
∂f(x)

∂xi
.
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Portfelj s pariteto tveganj (ang. risk parity portfolio, equally-weighted risk con-
tributions portfolio) je portfelj z razporejenim tveganjem, pri katerem so celotni
prispevki tveganj iz vseh sredstev enaki, to je TRCi = TRCj za vse i,j. Iz tega
sledi, da so zneski tveganj, ki jih pripi²emo vsakemu od n sredstev, med seboj enaki,
to je bi = bj = 1

n
za vse i,j.

V nadaljevanju se bomo osredoto£ili na portfelj s pariteto tveganj. Veliko lastnosti,
ki veljajo za portfelj s pariteto tveganj, lahko posplo²imo na portfelj z razporejenim
tveganjem. V tem primeru so rezultati bolj kompleksni in ²e redkeje v zaklju£eni
obliki.

Markowitz je v svojem optimizacijskem problemu tveganje de�niral z varianco, mi
pa bomo za mero tveganja uporabili volatilnost ali standardni odklon σ(x). Naj ob
tem opomnimo, da se ve£ina rezultatov lahko posplo²i tudi na druge mere tveganja.
Naj bo σ2

i varianca sredstva i, σij kovarianca med sredstvoma i in j ter Σ kovarian£na
matrika, ki je de�nirana v 3. poglavju. Potem je tveganje portfelja de�nirano z

R(x) = σ(x) =

√∑
i

x2
iσ

2
i +

∑
i

∑
j 6=i

xixjσij =
√
xTΣx.

Marginalni prispevek tveganja in celotni prispevek tveganja i-tega sredstva, glede
na izbrano mero tveganja, sta zaporedoma de�nirana slede£e14:

MRCi(x) =
∂R(x)

∂xi
=
∂σ(x)

∂xi
=
xiσ

2
i +

∑
j 6=i xjσij

σ(x)
=

(Σx)i√
xTΣx

,

TRCi(x) = xi ·
∂R(x)

∂xi
= xi ·

∂σ(x)

∂xi
= xi ·

(Σx)i√
xTΣx

.

Pridevnik �marginalni� v izrazu za marginalni prispevek tveganja kvali�cira dej-
stvo, da ta koli£ina meri spremembo v volatilnosti portfelja, ki je povzro£ena z
in�nitezimalnim pove£anjem uteºi ene od komponent portfelja ([14], str. 4).

Izbrana mera tveganja mora izpolnjevati Eulerjev izrek o homogeni funkciji. Upo-
²tevajmo, da je volatilnost σ(x) homogena funkcija stopnje 1 in preverimo

n∑
i=1

TRCi(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

xi ·
(Σx)i√
xTΣx

= xT
Σx√
xTΣx

=
√
xTΣx = σ(x).

Volatilnost dokazano izpolnjuje Eulerjev izrek o homogeni funkciji in je zato ustrezna
mera tveganja za portfelj s pariteto tveganj.

Sistem (6.1) (skupaj s predpostavko bi = bj = 1
n
za vsak i,j) je prevelik za de-

�nicijo portfelja s pariteto tveganj, zato ga bomo zoºili z dodatnimi omejitvami.
Na² cilj je izgradnja uravnoteºenega portfelja glede na tveganje, kar bomo dose-
gli z izena£itvijo celotnih prispevkov tveganja vseh sredstev v portfelju. Negativen
ali ni£elni celotni prispevek tveganja iz nekaterih sredstev bi pomenil, da je tvega-
nje zelo skoncentrirano v ostalih sredstvih portfelja. Zato se omejimo na celotne
prispevke tveganja, ki so strogo pozitivni. Prav tako se bomo osredoto£ili na pri-
dobitev portfelja, ki je sestavljen le iz dolgih pozicij, kar pomeni, da so vse uteºi
sredstev v portfelju nenegativne. Dodamo ²e omejitev, da se morajo tako celotni
prispevki tveganja kot tudi uteºi sredstev znotraj portfelja se²teti v ena ([3], str.

14Privzeli bomo, da sta varianca σ2
i in kovarianca σij neodvisni od x.
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4). �e povzamemo, portfelj s pariteto tveganj je re²itev naslednjega matemati£nega
problema15

(6.2) x∗ = {x ∈ [0, 1]n :
n∑
i=1

xi = 1, xi · (Σx)i = xj · (Σx)j},

kjer (Σx)i ozna£uje i-to vrstico vektorja, ki ga dobimo kot produkt Σ z x. Opo-
mnimo, da ima prora£unska omejitev

∑n
i=1 xi = 1 vlogo normalizacije. Torej, £e je

portfelj y tak²en, da velja yi · ∂σ(y)
∂yi

= yj · ∂σ(y)
∂yj

za yi ≥ 0, vendar
∑
yi 6= 1, potem je

portfelj x, de�niran z xi = yi∑n
i=1 yi

, portfelj s pariteto tveganj ([14], str. 5).

6.2. Lastnosti

Najprej bomo analizirali portfelj s pariteto tveganj na primeru dveh sredstev,
nato bomo analizo prenesli na splo²ni primer. Pokazali bomo, da portfelj s pari-
teto tveganj obstaja in je enoli£en. Pokomentirali bomo tudi optimalnost tak²nega
portfelja.

6.2.1. Primer dveh sredstev (n=2)

Naj bo ρ korelacija med dvema sredstvoma in x = (w, 1−w) vektor nujnih uteºi.
Vektor celotnih prispevkov tveganja je

(6.3)
(
TRC1

TRC2

)
=

1

σ(x)

(
w2σ2

1 + w(1− w)ρσ1σ2

(1− w)2σ2
2 + w(1− w)ρσ1σ2

)
.

V tem primeru iskanje portfelja s pariteto tveganj pomeni iskanje tak²ne uteºi w,
da bosta obe vrstici vektorja v sistemu (6.3) enaki

w2σ2
1 = (1− w)2σ2

2.

Z preprostim ra£unom in skupaj s pogojem 0 ≤ w ≤ 1 pridemo do enoli£ne re²itve

x∗ =
( σ−1

1

σ−1
1 + σ−1

2

,
σ−1

2

σ−1
1 + σ−1

2

)
.

Opazimo, da re²itev ni odvisna od korelacije ρ ([14], str. 5).

6.2.2. Splo²en primer (n>2)

V splo²nih primerih ²tevilo parametrov hitro nara²£a, saj varianca portfelja vklju-
£uje n2 moºnih izrazov, to je: n varianc in n(n−1) kovarianc med razli£nimi sredstvi
([9], str. 263). Ko imamo opravka s portfeljem, ki ima v svojem naboru ve£je ²tevilo
razredov sredstev, se portfeljska konstrukcija med posameznimi nabori zelo razli-
kuje, saj lahko korelacijske predpostavke med sredstvi igrajo klju£no vlogo ([4], str.
109). Zato je nemogo£e najti eksplicitno re²itev za portfelj s pariteto tveganj v
splo²nem primeru. Kljub temu obstaja primer, ki pod dolo£enimi predpostavkami
pripelje do re²itve v zaklju£eni obliki.

Posebni primer, ki pripelje do preproste analiti£ne re²itve za portfelj s pariteto
tveganj, vklju£uje predpostavko o enakih korelacijah za vsak par spremenljivk. �e

15Upo²tevamo, da je ∂σ(x)
∂xi

∝ (Σx)i.
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upo²tevamo, da je ρi,j = ρ za vse i, j, potem je celotni prispevek tveganja sredstva
i dan z

TRCi(x) =
x2
iσ

2
i + ρ

∑
j 6=i xixjσiσj

σ(x)
=
xiσi((1− ρ)xiσi + ρ

∑
j xjσj)

σ(x)
.

Ker je portfelj s pariteto tveganj de�niran z TRCi(x) = TRCj(x) za vse i, j, lahko
pokaºemo, da je ta lastnost ekvivalentna xiσi = xjσj.

Iz lastnosti TRCi(x) = TRCj(x) sledi

(6.4) xiσi((1− ρ)xiσi + ρ
∑
j

xjσj) = xkσk((1− ρ)xkσk + ρ
∑
j

xjσj).

Za bolj pregledno analizo vpeljemo oznake

• y = xiσi,
• z = xkσk in
• C(y, z) = ρ

∑
j xjσj.

Z uporabo pravkar vpeljanih oznak lahko ena£bo (6.4) zapi²emo v obliki

(1− ρ)y2 + C(y, z)y = (1− ρ)z2 + C(y, z)z.

Ena£bo nekoliko preoblikujemo:

(1− ρ)(y2 − z2) + C(y, z)(y − z) = 0,

(6.5) (y − z)((1− ρ)(y + z) + C(y, z)) = 0.

Iz ena£be (6.5) lahko razberemo dve re²itvi:

(1) y = z,
(2) (1− ρ)(y + z) + C(y, z) = 0.

Prva re²itev nam je v²e£, saj iz nje sledi, da je xiσi = xjσj. Zato je potrebno
pokazati, da bodisi druga re²itev ne drºi bodisi drºi hkrati, ko drºi prva re²itev.

Za potrebe analize re²itve (2) razpi²emo funkcijo C na na£in

C(y, z) = ρ
∑
j

xjσj = ρ(y + z +
∑
j 6=i,k

xjσj).

Sedaj lahko re²itev (2) poenostavimo

(1− ρ)(y + z) + ρ(y + z) + ρ
∑
j 6=i,k

xjσj = 0

(6.6) y + z = −ρ
∑
j 6=i,k

xjσj.

Obravnavajmo ena£bo (6.6) glede na predznak korelacijskega koe�cienta ρ:

(2a) Naj bo ρ > 0. V tem primeru takoj pridemo v protislovje, saj so uteºi po
de�niciji nenegativne. Zato bosta leva in desna stran ena£be (6.6) vedno
nasprotno predzna£eni. Tudi £e se zgodi, da bo ena stran ena£be enaka ni£,
bo druga stran bodisi pozitivna bodisi negativna, saj se morajo uteºi se²teti
v ena.
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(2b) Naj bo ρ = 0. Ta primer je zelo enostaven, saj ºe iz ena£be (6.4) sledi

x2
iσ

2
i = x2

kσ
2
k.

Ker so vse uteºi nenegativne, lahko izraza na obeh straneh korenimo in pri-
demo do re²itve

xiσi = xkσk,

kar je enako re²itvi (1) ena£be (6.5).
(2c) Naj bo ρ < 0. Najprej re²itev (2) zapi²emo v ²e nekoliko druga£ni obliki. �e

izraz (6.6) vstavimo v re²itev (2), dobimo le-to v novi obliki:

(6.7) C(y, z) = ρ(1− ρ)
∑
j 6=i,k

xjσj.

Sedaj bomo poskusili s protislovjem dokazati, da re²itev (2) ne drºi, £e hkrati
ne drºi 1 re²itev. Torej naj bodisi velja

xiσi 6= xlσl in xiσi 6= xkσk

bodisi
ρ(1− ρ)

∑
j 6=i,l xjσj = ρ(1− ρ)

∑
j 6=i,k xjσj.

Vendar iz zadnjega ena£aja sledi

xlσl = xkσk.

Zato mnoºica {xjσj, j = 1, ..., n} razpade na maksimalno dva dela: {xiσi}∪
{xkσk}. Naj bo 0 < m < 1. Potem lahko funkcijo C(y, z) zapi²emo v obliki

C(y, z) = ρ
∑
j

xjσj = ρm(xiσi) + ρ(n−m)(xkσk).

Novo de�nicijo funkcije C(y, z) vstavimo v re²itev (2) in pora£unamo

(1− ρ)(xiσi + xkσk) + ρ
∑
j

xjσj = 0,

(1− ρ)xiσi + (1− ρ)xkσk + ρmxiσi + ρ(n−m)(xkσk) = 0,

(6.8) (1− ρ(1−m))xiσi + (1− ρ(1− (n−m)))xkσk = 0.

Ker velja
◦ m ≤ n− 1,
◦ n−m ≤ n− 1 in
◦ ρ ∈ [− 1

n−1
, 0)16,

16Avtorji £lanka [14] so predpostavili, da je konstantna korelacija ρ ≥ − 1
n−1 . Oglejmo si,

kako lahko pridemo do te omejitve. Korelacijska matrika je ob predpostavki, da so vse korelacije
enake, enaka kovarian£ni matriki le, £e predpostavimo, da so vse variance σ2 = 1. Za n slu£ajnih
spremenljivk X1, ..., Xn potem velja

V ar(X1 + ...+Xn) =

n∑
i=1

V ar(Xi) + 2

n∑
i=1

n∑
j=i+1

Cov(Xi, Xj) = n+ n(n− 1)ρ ≥ 0.

Z nekaj obra£anja pridemo do re²itve

ρ ≥ − 1

n− 1
.
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sta oba se²tevanca v ena£bi (6.8) strogo ve£ja od ni£. Zato vsota ni enaka ni£.
Tako pridemo v protislovje s trditvijo, da lahko mnoºica {xjσj, j = 1, ..., n}
razpade na dva dela.
Ostane nam le ²e moºnost, da je druga re²itev izpolnjena v primeru, ko drºi
prva re²itev. Ob tej predpostavki se re²itev (2) preoblikuje v

2(1− ρ)xiσi + ρnxiσi = 0.

Z malo obra£anja pridemo do re²itve

ρ = − 2

n− 2
.

Ker smo za spodnjo mejo konstantne korelacije predpostavili, da je ρ ≥
− 1
n−1

, dobljena re²itev ne drºi. Torej re²itev (2) nikoli ni izpolnjena.

S tem smo pokazali, da je lastnost TRCi(x) = TRCj(x) za vse i, j ekvivalentna
lastnosti xiσi = xjσj. Skupaj z (normalizacijsko) prora£unsko omejitvijo

∑
i xi = 1

dobimo rezultat

xi =
σ−1
i∑n

j=1 σ
−1
j

.17

Uteº posamezne komponente i v portfelju s pariteto tveganj je dolo£ena z razmer-
jem med inverzom njene volatilnosti in harmoni£nim povpre£jem volatilnosti. Vi²ja
(niºja) kot je volatilnost komponente, niºja (vi²ja) bo uteº v portfelju s pariteto
tveganj ([14], str. 6).

V ostalih primerih ni mogo£e najti eksplicitne re²itve za portfelj s pariteto tve-
ganj. Tudi £e namesto konstantne korelacije predpostavimo, da so volatilnosti vseh
sredstev enake, to je σi = σ za vse i, dobimo endogeno re²itev v kateri je uteº xi
neposredno funkcija same sebe.
Enako vpra²anje o endogenosti se pojavi v splo²nem primeru, ko so tako volatilnosti
kot korelacije med sredstvi razli£ne. V takem primeru ni mogo£e najti eksplici-
tne re²itve za portfelj s pariteto tveganj, lahko pa najdemo �nan£no interpretacijo
tak²nega portfelja. V ta namen de�niramo koli£ino βi, katera meri ob£utljivost sred-
stva i na sistemati£no (trºno) tveganje, katerega v tem primeru predstavlja portfelj
x

βi =
σix
σ2(x)

= ρix
σi
σ(x)

.

V de�niciji za βi nastopa kovarianca σix med donosom komponente i in donosom
portfelja x, ki je de�nirana kot

σix = cov(ri, rx) = cov(ri,
∑
j

xjrj) =
∑
j

xj · cov(ri, rj) =
∑
j

xjσij = (Σx)i.

Izraz za βi vstavimo v ºe poznano de�nicijo celotnega prispevka tveganja in dobimo

TRCi = xi
(Σx)i√
xTΣx

= xiβiσ(x).

17Lahko dokaºemo, da je portfelj s pariteto tveganj v resnici portfelj z razporejenim tveganjem,
ko konstantna korelacija doseºe svojo spodnjo mejo − 1

n−1 .

20



Ker je portfelj s pariteto tveganj de�niran z TRCi = TRCj = σ(x)
n

za vse i, j, lahko
skupaj z lastnostjo

∑n
i=1 xi = 1 izra£unamo uteºi portfelja s formulo

(6.9) xi =
β−1
i∑n

j=1 β
−1
j

=
β−1
i

n
.

Torej je uteº, ki jo pripi²emo komponenti i, inverzno proporcionalna njeni beti. Vi²ja
(niºja) kot je beta, niºja (vi²ja) je uteº. Torej bodo komponente z vi²jo volatilnostjo
ali vi²jo korelacijo z ostalimi sredstvi �kaznovane� z niºjimi uteºmi. Opomnimo,
da je ta re²itev endogena, saj je xi funkcija komponente βi, katera je po de�niciji
odvisna od portfelja x ([14], str. 6).

6.2.3. Obstoj in enoli£nost re²itve

V splo²nem ni mogo£e pora£unati uteºi za portfelj s pariteto tveganj s formulo v
zaklju£eni obliki. Iskanje re²itve zato zahteva uporabo numeri£nega algoritma. Ve£
o numeri£nih re²itvah bomo zapisali v naslednjem poglavju, na tem mestu bomo
poskusili le oblikovati optimizacijski problem. Glede na de�nicijo portfelja s pariteto
tveganj se funkcija, ki jo je potrebno optimizirati, ponuja kar sama od sebe

f(x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

(xi(Σx)i − xj(Σx)j)
2.

Optimizacijski problem se potem glasi

(6.10) x∗ = arg min f(x),

p.p. 1Tx = 1 in 0 ≤ x ≤ 1.

Obstoj portfelja s pariteto tveganj je zagotovljen le, £e je izpolnjen pogoj f(x∗) =
0. Torej mora za vse i, j veljati xi(Σx)i = xj(Σx)j, kar je de�nicija portfelja s pa-
riteto tveganj. Program (6.10) minimizira varianco prispevkov tveganja z nekoliko
spremenjenimi uteºmi. Ker ima optimizacijski problem linearne omejitve, je na£e-
loma laºji za numeri£no re²evanje, kot £e bi omejitve nastopale v nelinearni obliki.
Kljub temu se ²e vedno najdejo primeri, za katere je numeri£na optimizacija teºavna.
�e numeri£ne re²itve za optimizacijski problem (6.10) ne najdemo, lahko problem
nekoliko spremenimo:

y∗ = arg min f(y),

p.p. y ≥ 0 in 1Ty ≥ c,

kjer je c nek poljuben pozitivni skalar. Portfelj s pariteto tveganj je v tem primeru
dolo£en z

x∗i =
y∗i∑n
i=1 y

∗
i

za f(x∗) = 0. Spremenjeni optimizacijski problem je laºji za numeri£no re²evanje kot
(6.10), saj je neenakostna omejitev 1Ty ≥ c manj omejevalna od enakostne omejitve
1Tx = 1.
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Maillard, Roncalli in Teiletche [14] so predlagali alternativo algoritmu (6.10) v
obliki:

(6.11) y∗ = arg min
√
yTΣy,

p.p.

{∑n
i=1 ln yi ≥ c

y ≥ 0
,

kjer je c neka poljubna konstanta. V tem primeru je program podoben problemu z
minimalno varianco, vendar z omejitvami, ki naj bi zadovoljile diverzi�kacijo uteºi
(to izraºa prva omejitev). Portfelj s pariteto tveganj je nato dolo£en z

x∗i =
y∗i∑n
i=1 y

∗
i

.

Da je alternativni algoritem ustrezen, se lahko prepri£amo z izpeljavo optimizacij-
skega problema (6.11) preko Lagrangeve funkcije

(6.12) L(y;λ;λc) =
√
yTΣy − λTy − λc(

n∑
i=1

ln yi − c).

Re²itev y∗ zado²£a naslednjemu pogoju prvega reda

∂L(y;λ;λc)

∂yi
=
∂σ(y)

∂yi
− λi − λcy−1

i = 0.

Zapi²emo Kuhn-Tuckerjeve pogoje{
min(λi, yi) = 0

min(λc,
∑n

i=1 ln yi − c) = 0
.

Ker ln yi ni de�niran za yi = 0, o£itno sledi, da je yi > 0 in λi = 0. Opazimo, da
mora biti omejitev

∑n
i=1 ln yi = c nujno izpolnjena, saj re²itev ne more biti y∗ = 0.

Iz tega sledi, da je λc ≥ 0. �e vse te ugotovitve vstavimo nazaj v pogoj prvega reda,
dobimo ena£bo

yi
∂σ(y)

∂yi
= λc.

Iz nje vidimo, da so celotni prispevki tveganja enaki za vsa sredstva. Soo£amo se z
dobro znanim optimizacijskim problemom, saj je formulacija (6.11) pravzaprav de�-
nicija minimizacijskega programa kvadratne funkcije (konveksne funkcije) s spodnjo
mejo, ki je konveksna funkcija. Re²itev tak²nega problema vedno obstaja. Portfelj
s pariteto tveganj izpeljemo z normalizacijo re²itve y∗, tako da je vsota uteºi enaka
ena ([14], str. 22).

Iz formulacije (6.11) vidimo, da portfelj s pariteto tveganj, dolo£en z matema-
ti£nim problemom (6.2), obstaja in je enoli£en18 vse dokler je kovarian£na matrika
Σ pozitivno de�nitna. Naj le ²e opomnimo, da v kolikor sprostimo omejitev glede
dolgih pozicij, pridobimo ²tevilne re²itve, ki zadovoljijo pogoje portfelja s pariteto
tveganj ([14], str. 7).

18Do te re²itve pridemo tudi z vsako drugo mero tveganja, ki je konveksna in izpolnjuje Eulerjev
izrek o homogeni funkciji.
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6.2.4. Optimalnost

Optimalna alokacija tveganih sredstev, ki izhaja iz klasi£ne povpre£je-varianca
optimizacije, je bila omenjena ºe v 3. poglavju. U£inkovit nabor portfeljev dosto-
pen investitorjem, ki dodatno investirajo v netvegano sredstvo, je bolj²i (²ir²i) od
u£inkovitega nabora portfeljev, ki je na voljo investitorjem, kateri investirajo le v
tvegana sredstva ([10], str. 257). Nova meja u£inkovitosti postane linearna premica
(ang. security (or capital) market line), ki prikazuje razli£ne kombinacije med netve-
ganim sredstvom in portfeljem, sestavljenim iz tveganih sredstev. Tam kjer je nova
meja u£inkovitosti tangentna na staro mejo u£inkovitosti, je edina racionalna kom-
binacija tveganih vrednostnih papirjev. Portfelj, ki je sestavljen iz te kombinacije
sredstev, se imenuje tangentni portfelj. To je tudi portfelj, ki ima najvi²ji Sharpe
kazalnik. Sestava portfelja z najvi²jim Sharpe kazalnikom je podana v zaklju£eni
obliki in je enaka

x =
Σ−1(µ− r)
1TΣ−1(µ− r)

,

kjer je µ vektor pri£akovanih donosov in r netvegani donos oziroma netvegana obre-
stna mera.

V nasprotju z naloºbenimi pristopi tradicionalnih portfeljev za alokacijo sred-
stev, kateri tipi£no vklju£ujejo napovedi dolgoro£nih donosov sredstev in upora-
bljajo povpre£je-varianca optimizacijo, portfelji s pariteto tveganj temeljijo zgolj na
diverzi�kaciji tveganja. Zato se pojavi vpra²anje, ali diverzi�kacija tveganja, zlasti
paritetni prispevki tveganj, vodi do u£inkovitih portfeljev?

Posku²ajmo ugotoviti okoli²£ine, pod katerimi portfelj s pariteto tveganj ustreza
portfelju z najve£jim Sharpe kazalnikom. V portfelju z najve£jim Sharpe kazalnikom
je kazalnik marginalnega preseºenega donosa proti marginalnemu tveganju enak
za vsa sredstva, ki tvorijo portfelj. Prav tako je enak Sharpe kazalniku portfelja.
Matemati£no lahko to zahtevo zapi²emo v obliki ([14], str. 9)

(6.13)
µ(x)− r
σ(x)

=
∂xµ(x)− r
∂xσ(x)

.

V ena£bi (6.13) nastopajo naslednje oznake

• µ(x) = xTµ,
• σ(x) =

√
xTΣx,

• ∂xµ(x) = µ in
• ∂xσ(x) = Σx/σ(x).

Portfelj x je portfelj z najvi²jim Sharpe kazalnikom, £e izpolnjuje povezavo (6.13),
ki jo bomo na tem mestu zapisali z drugimi oznakami

µ− r =
(µ(x)− r

σ(x)

) Σx

σ(x)
.

Lahko pokaºemo, da je portfelj s pariteto tveganj znotraj Markowitzovega okvirja
optimalen, £e predpostavimo konstantno korelacijsko matriko, to je enake korelacije
med vsemi sredstvi, in to podpremo z zahtevo, da imajo vsi razredi sredstev enak
Sharpe kazalnik. Enaki Sharpe kazalniki pomenijo, da so pri£akovani donosi propor-
cionalni tveganju za vsak razred sredstev. To je teoreti£no privla£no, saj to pomeni,
da se sredstvom dolo£i cena glede na njihovo tveganje.
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Preverimo, da omenjene predpostavke veljajo za portfelj s pariteto tveganj. Ob
predpostavki konstantnega korelacijskega koe�cienta, je prispevek tveganja kompo-
nente i enak (Σx)i/σ(x). Po de�niciji bo ta prispevek tveganja enak za vsa sredstva.
Z namenom preverjanja prej²njega pogoja je zato dovolj, da vsako sredstvo prispeva
enak individualni Sharpe kazalnik si = µi−r

σi
.

Za konec vseeno opomnimo, da brez konstantne korelacije ali enakih Sharpe ka-
zalnikov, portfelj s pariteto tveganj ve£ ne bo enak portfelju z najvi²jim Sharpe
kazalnikom ([14], str. 9).

7. U£inkovit algoritem za portfelj s pariteto tveganj

V prej²njem poglavju smo ugotovili, da se moramo pri izra£unu uteºi za portfelj
s pariteto tveganj, nasloniti na numeri£ne algoritme. Vedno ve£ja priljubljenost
portfeljev, ki so oblikovani na osnovi tveganja, je spodbudila razvoj vedno bolj²ih
algoritmov, ki so namenjeni re²evanju problema paritete tveganj.

Leta 2010 so Maillard, Roncalli in Teiletche [14] za re²evanje optimizacijskega
problema (6.10) in (6.11) predlagali uporabo zaporednega kvadrati£nega programi-
ranja (ang. Sequential quadratic programming - SQP). Problem tega algoritma je
njegova £asovna potratnost in morebitna izguba konvergence v primeru portfeljev,
ki so sestavljeni iz ve£ kot 200 sredstev.

Formulacijo (6.11) so leta 2012 uporabili Chaves, Hsu, Li in Shakernia [5] ter
na njej izvedli klasi£ni Newtonov algoritem. Dobro poznana teºava Newtonovega
algoritma je moºna izguba konvergence, v kolikor za£etni pribliºek ni dovolj dober.
Konvergenco Newtonovega algoritma je leta 2013 izbolj²al Spinu [18], saj je opazil,
da je ciljna funkcija sebi-konkordantna (ang. self-concordant). Za tak²en tip funkcij
se lahko uporabi orodje, ki ga je razvil Nesterov [15]. Do leta 2012 je bil Newton-
Nesterov algoritem najbolj²i za re²evanje visoko-dimenzionalnih portfeljev s pariteto
tveganj.

Konec leta 2013 so Griveau-Billion, Richard in Roncalli [12] predstavili ²e en
konkuren£en algoritem, saj so opazili, da je problem (6.11) zelo standarden. Ker
gre za minimizacijo kvadratne funkcije z logaritmi£no omejitvijo, se lahko problem
re²i z metodo cikli£nega koordinatnega spusta (ang. cyclical coordinate descent
algorithm). Izkazalo se je, da je ta metoda zelo preprosta za implementacijo in zelo
u£inkovita za re²evanje visoko-dimenzionalnih portfeljev s pariteto tveganj (n >
250).

V nadaljevanju bomo predstavili zadnja dva omenjena algoritma, ki sta se izka-
zala za naju£inkovitej²a v primeru portfelja s pariteto tveganj. Oba bomo izpeljali
na osnovi portfelja z razporejenim tveganjem, katerega matemati£na de�nicija je
naslednja

x∗ = {x ∈ [0, 1]n :
n∑
i=1

xi = 1, xi · (Σx)i = bi · (xTΣx)},

kjer je b ∈ [0, 1]n in
∑n

i=1 bi = 1.
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Optimizacijski program (6.11) se spremeni v

(7.1) y∗ = arg min
√
yTΣy,

p.p.

{∑n
i=1 bi ln yi ≥ c

y ≥ 0
.

Algoritem izpeljan na osnovi portfelja z razporejenim tveganjem bomo nato uporabili
za portfelj s pariteto tveganj. To bomo storili tako, da bomo za vsako sredstvo
i, njegov znesek tveganja bi postavili na vrednost 1

n
, kjer je n ²tevilo sredstev v

portfelju.

7.1. Newton-Nesterov algoritem

Prvi u£inkovit algoritem za izra£un uteºi portfelja s pariteto tveganj je Newtonov
algoritem, ki je nadgrajen z Nesterovimi izsledki. V dimenziji 1000 podatkov tipi£no
konvergira ºe po manj kot ²estih iteracijah. Celotni razdelek je povzet po [18].

De�nirajmo Rn
+ = {x = (x1, ..., xn)T , xi > 0}. Ozna£imo z x−1 = (1/x1, ..., 1/xn)T

in xy = (x1y1, ..., xnyn)T . Z uvedbo nove spremenljivke x̃ = x√
xT Σx

lahko ena£bo

(7.2) xi · (Σx)i = bi · (xTΣx),

ekvivalentno preoblikujemo v obliko

(7.3) Σx̃ = bx̃−1.

Trditev 7.1. �e je Σ nesingularna, pozitivno de�nitna matrika, ima ena£ba (7.3)
enoli£no re²itev x∗ ∈ Rn

+.

Dokaz. Za£eli bomo s Lagrangevo funkcijo za optimizacijski problem (7.1), s tem da
bomo minimizacijo volatilnosti nadomestili z minimizacijo variance, saj je slednja
bolj prijazna za re²evanje. Ta sprememba ne povzro£i razlik v rezultatu, saj obe meri
tveganja podajata isto informacijo. Velja namre£, da je portfelj A je bolj tvegan
od portfelja B v smislu variance σ2, £e in samo £e je bolj tveganj tudi v smislu
standardnega odklona oziroma volatilnosti σ.
Podobno Lagrangevo funkcijo smo ºe videli v razdelku 6.2.3, zato jo bomo na tem
mestu brez ²kode za splo²nost nekoliko preoblikovali

(7.4) F (x) =
1

2
xTΣx−

n∑
i=1

bi ln(xi).

Gradient in Hessejeva matrika funkcije F sta dana z

(7.5) F ′(x) = Σx− bx−1, F ′′(x) = Σ + diag(bx−1),

kjer je diag(d) diagonalna matrika z d na diagonali. Re²itve ena£be (7.3) so kriti£ne
to£ke funkcije F . Ker je funkcija F strogo konveksna na Rn (F ′′(x) je pozitivno
de�nitna), ima najve£ eno kriti£no to£ko. To dokazuje enoli£nostni del trditve 7.1.
�e ºelimo dokazati, da ima funkcija F vsaj eno kriti£no to£ko, je dovolj dokazati,
da ima funkcija F globalni minimum x∗ ∈ Rn

+. To je posledica naslednje leme.

Lema 7.2. Funkcija F (x)→∞, ko se x pribliºuje robu Rn
+: limx→∂Rn

+
F (x) =∞.
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Dokaz. Naj bo λ1 najniºja lastna vrednost kovarian£ne matrike Σ. Predpostavimo,
da je λ1 > 0. Torej velja

xTΣx ≥ λ1

∑
i

x2
i .

Zato lahko Lagrangevo funkcijo omejimo z

(7.6) F (x) ≥
n∑
i=1

(
1

2
λ1x

2
i − bi log(xi)) =

n∑
i=1

gi(xi),

kjer je gi(t) = 1
2
λ1t

2 − bi log(t). Funkcija gi je konveksna za t > 0, ima globalni
minimum v t∗i =

√
bi/λ1 in zado²£a lastnosti

(7.7) lim
t→+∞

gi(t) = lim
t→0+

gi(t) = +∞.

Torej je funkcija F (x) ≥ gi(xi) +
∑

k 6=i gk(t
∗
k) za vsak i. Zato velja

F (x) ≥ gi(xi) + µ,

pri £emer je µ = mini
∑

k 6=i gk(t
∗
k). Naj bo B > 0 neka poljubna meja. Glede na

ena£bo (7.7) potem obstajata 0 < α < β (odvisni od B), tak²ni da za vsak t /∈ [α, β]
velja

gi(t) > B − µ.
Torej za vsak x /∈ Πn

i=1[α, β] velja F (x) > B. �

S pomo£jo leme 7.2 smo pri²li do ugotovitve, da ima funkcija F globalni minimum
x∗ ∈ Rn

+ in s tem je trditev 7.1 dokazana. �

Opomba 7.3. Ena£ba (7.3) (privzemimo x = x̃) ima enoli£no re²itev znotraj ob-
mo£ja sign(xi) = ei, pri £emer je ei = ±1 izbira predznaka za vsako komponento i.
Torej ima ena£ba (7.3) natan£no 2n moºnih re²itev v prostoru {(x1, ..., xn) ∈ Rn :
xi 6= 0,∀i}.

Posledica 7.4. Ena£ba (7.2) ima enoli£no re²itev na Rn
+, in sicer x∗/(

∑
i x
∗
i ).

Dokaz. �e ima ena£ba (7.3) enoli£no re²itev, potem jo ima tudi ena£ba (7.2), saj sta
ekvivalentni ena£bi. �e x∗ zado²£a ena£bi (7.3), potem x∗∑

i x
∗
i
zado²£a ena£bi (7.2),

saj je potrebno re²itev ena£be (7.3) le normirati, da izpolnjuje pogoj
∑
xi = 1.

Obratno, £e x zado²£a ena£bi (7.2), potem λ−1x zado²£a ena£bi (7.3), kjer je λ =
(xTΣx)1/2. To pomeni, da je λ−1x = x∗ enoli£na re²itev ena£be (7.3). Poleg tega
omejitev

∑
i xi = 1 implicira, da je λ = 1∑

i x
∗
i
, kar dolo£a x enoli£no. �

Naj bo Sn+ nabor pozitivno de�nitnih matrik velikosti n×n. Naj bo D diagonala
kovarian£ne matrike Σ in R = D−1/2ΣD−1/2 z njo povezana korelacijska matrika. R
je pozitivno de�nitna matrika z enicami na diagonali. �e je x∗ re²itev (7.3), potem
je y∗ = D1/2x∗ enoli£na re²itev ena£be

(7.8) Ry = by−1, y ∈ Rn
+.

Od zdaj naprej predpostavimo, da je Σ korelacijska matrika

(7.9) Σ ∈ Sn+, Σii = 1, 1 ≤ i ≤ n,

Σ =

 1 · · · ρ1n
... . . . ...
ρn1 · · · 1

 .
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Zaradi Cauchy-Schwartzove neenakosti, za vsak i, j velja |Σij| ≤ 1.

Opazimo: £e x∗ zado²£a ena£bi (7.3), potem t1/2x∗ zado²£a isti ena£bi, s tem da
vektor b nadomestimo z vektorjem tb. Torej lahko spremenimo velikost vektorja b,
tako da velja

(7.10) min
1≤i≤n

bi = 1.

To lastnost bomo izkoristili v nadaljevanju.

Ugotovili smo ºe, da je re²itev ena£be (7.3) globalni minimum funkcije F , de�-
nirane z ena£bo (7.4). To nam dovoljuje, da prevedemo ena£bo (7.3) na konveksni
optimizacijski problem

(7.11) x∗ = arg min
x∈Rn

+

F (x).

Z dano za£etno to£ko x0 ∈ Rn
+ je zaporedje, generirano z Newtonovim algoritmom,

de�nirano kot:

(7.12) xk+1 = xk −∆xk, k ≥ 0,

kjer je iteracijski korak dan z

(7.13) ∆xk = [F ′′(xk)]
−1F ′(xk).

�e je x0 dovolj blizu x∗, zaporedje konvergira k x∗. Teºava nastane, ko tak²en x0

ni na voljo. S to dilemo se spopada Nesterova teorija o sebi-konkordantnih funk-
cijah, katero bomo v nadaljevanju predstavili le toliko, kolikor je to potrebno za
razumevanje algoritma. Ve£ informacij o tem tipu funkcij lahko preberemo v [15].

7.1.1. Sebi-konkordantne funkcije

Naj bo Ω ⊂ Rn poljubna odprta mnoºica. Za konveksno funkcijo f ∈ C3(Ω)
de�niramo normo

‖ u ‖x= 〈f ′′(x)u, u〉1/2.
Norma ‖ u ‖x se imenuje lokalna norma to£ke u glede na x.

De�nicija 7.5. Konveksna funkcija f ∈ C3(Ω) je sebi-konkordantna, £e je triline-
rana oblika f ′′′(x) omejena v normi ‖ · ‖x na na£in
(7.14) |f ′′′(x)[u, u, u]| ≤ 2 ‖ u ‖3

x, ∀x ∈ Ω, u ∈ Rn.

Nabor sebi-konkordantnih funkcij je zaprt za aditivnost in mnoºenje s skalarjem
ve£jim od ena. Vsebuje vse linearne in kvadratne funkcije ter tudi funkcijo − log(xi).
Ob predpostavkah (7.9) in (7.10) je funkcija F (x) sebi-konkordantna.

Ozna£imo:
‖ v ‖∗x= 〈[F ′′(x)]−1v, v〉1/2,

λF (x) =‖ F ′(x) ‖∗x .
Lokalna norma gradienta F ′(x) je potem enaka

(7.15) λF (x) = 〈[F ′′(x)]−1F ′(x), F ′(x)〉1/2.
Vrednost λF v£asih poimenujemo Newtonov dekrament funkcije F v x.
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Trditev 7.6. Naj bo λF (x) > 1 za nekatere x iz de�nicijskega obmo£ja funkcije F .
Potem x∗, re²itev problema (7.11), obstaja in je enoli£na.

Dokaz. Dokaz presega vsebino magistrskega dela, zato ga bomo izpustili. Najdemo
ga v [15], stran 170. �

Nesterova modi�kacija Newtonovega algoritma je sestavljena iz dveh korakov:

(1) najprej du²ena iteracija (ang. damped iteration) nadomesti iteracijo (7.12)
in s tem zagotovi, da je doseºena dovolj majhna okolica x∗ in da hkrati
ostanemo v de�nicijskem obmo£ju funkcije F ,

(2) ko je pogoj v to£ki (1) izpolnjen, se uporabi iteracija (7.12).

Shema du²ene Newtonove metode ima obliko:

(1) izberemo x0, ki je znotraj de�nicijskega obmo£ja funkcije F ,
(2) za vsak k ≥ 0, je ustrezna iteracija xk+1 = xk − 1

1+λF (xk)
∆xk.

Klju£na ocena, ki ureja fazo du²ene iteracije, je podana v naslednji trditvi.

Trditev 7.7. Za vsak k ≥ 0 velja

F (xk+1) ≤ F (xk)− ω(λF (xk)),

kjer je ω(t) = t− ln(1 + t).

Dokaz. Ozna£imo λ = λF (xk). De�nirajmo ω∗(t) = −t− ln(1− t). �e je xk znotraj
de�nicijskega obmo£ja funkcije F in je ‖ xk+1 − xk ‖xk< 1, potem lahko uporabimo
trditev 4.1.8 iz [15]19 in dobimo

F (xk+1) ≤ F (xk) + 〈F ′(xk), xk+1 − xk〉+ ω∗(‖ xk+1 − xk ‖xk).

Pora£unajmo izraza 〈F ′(xk), xk+1− xk〉 in ‖ xk+1− xk ‖xk ter ob tem preverimo, ali
drºijo predpostavke trditve 4.1.8.
Drugi korak du²ene Newtonove iteracije vsebuje zvezo xk+1− xk = − 1

1+λ
∆xk. Upo-

rabimo to zvezo v nadaljnjem ra£unanju.

〈F ′(xk), xk+1 − xk〉 = 〈F ′(xk),−
1

1 + λ
∆xk〉 = − 1

1 + λ
〈F ′(xk),∆xk〉 =

= − 1

1 + λ
〈F ′(xk), [F ′′(xk)]−1F ′(xk)〉

Ker smo v vektorskem prostoru z obi£ajnim skalarnim produktom, zanj velja sime-
trija. Zato lahko £lena v skalarnem produktu zamenjamo in pridemo do izraza λ2.
Torej velja

〈F ′(xk), xk+1 − xk〉 = − λ2

1 + λ
.

Podobno pora£unamo drugi iskani izraz.

‖ xk+1 − xk ‖xk=‖ − 1

1 + λ
∆xk ‖xk=

1

1 + λ
‖ ∆xk ‖xk=

19Trditev 4.1.8 iz [15], str. 168: Naj bo x v de�nicijskem obmo£ju funkcije f in ‖ y − x ‖x< 1.
Potem velja

〈f ′(y)− f ′(x), y − x〉 ≤ ‖ y − x ‖2x
1− ‖ y − x ‖x

,

f(y) ≤ f(x)− 〈f ′(x), y − x〉+ ω∗(‖ y − x ‖x).

28



=
1

1 + λ
‖ [F ′′(xk)]

−1F ′(xk) ‖xk=

=
1

1 + λ
〈F ′′(xk)[F ′′(xk)]−1F ′(xk), [F

′′(xk)]
−1F ′(xk)〉

1
2 =

=
1

1 + λ
〈[F ′′(xk)]−1F ′(xk), F

′(xk)〉
1
2 =

λ

1 + λ
= ω′(λ)

Ker je xk znotraj de�nicijskega obmo£ja funkcije F in je ‖ xk+1−xk ‖xk< 1, trditev
4.1.8 drºi. Uporabimo izra£unane komponente in dobimo rezultat

F (xk+1) ≤ F (xk) + 〈F ′(xk), xk+1 − xk〉+ ω∗(‖ xk+1 − xk ‖xk) =

= F (xk)−
λ2

1 + λ
+ ω∗(ω

′(λ)) =

= F (xk)− λω′(λ) + ω∗(ω
′(λ)) = F (xk)− ω(λ).

V zadnjem koraku smo uporabili Lemo 4.1.4. iz [15], str. 169, ki pravi, da za vsak
t ≥ 0 velja ω(t) = tω′(t)− ω∗(ω′(t)). �

Zato lahko za vse x znotraj de�nicijskega obmo£ja funkcije F , za katere velja, da
je λF (x) ≥ β > 0, z uporabo enega koraka du²ene Newtonove metode, zmanj²amo
vrednost F (x) najmanj za konstantno ω(β) > 0. Opomnimo, da je rezultat trditve
7.7 globalen. Zato ga je mogo£e uporabiti za pridobitev ocene globalne u£inkovitosti
procesa.

Za oceno lokalne konvergence standardne Newtonove metode v smislu lokalne
norme gradienta λF (x) velja

λF (xk+1) ≤
( λF (xk)

1− λF (xk)

)2

.

Ta ocena nam zagotavlja naslednji opis obmo£ja kvadrati£ne konvergence

λF (x) < λ̄,

kjer je λ̄ = 3−
√

5
2

, ki jo dobimo kot ni£lo ena£be λ
1−λ = 1. V tem primeru lahko

garantiramo, da je
λF (xk+1) < λF (xk).

Naj bo λ∗ = 0, 95 × 3−
√

5
2

(λ∗ je poljubno pozitivno ²tevilo manj²e od 3−
√

5
2

).
Du²ena iteracija traja tako dolgo, dokler je λF (xk) > λ∗. Po trditvi 7.7 vrednost
ciljne funkcije pada s hitrostjo najmanj ω(λ∗) na iteracijo. Du²ena faza se kon£a po
najve£

NDP =
F (x0)− F (x∗)

ω(λ∗)

iteracijah. Spinu [18] je ta generi£ni recept ²e izbolj²al, tako da je izkoristil ekspli-
citno obliko funkcije F .

Trditev 7.8. Za x ∈ Rn
+ naj bo δ = max1≤i≤n

|(∆x)i|
xi

in h∗ = 1
1+δ

. Potem velja

F (x+ h∗∆x) ≤ F (x)− (λ2
F (x)/δ2)ω(δ).

Dokaz. Glej [18], stran 5. �
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Posledi£no lahko iteracijski korak v du²eni iteraciji nadomestimo z

(7.16) xk+1 = xk −
1

1 + δk
∆xk,

pri £emer je

δk =‖ ∆xk
xk
‖∞ .

Ta iteracijski korak je ve£ji od originalnega iteracijskega koraka du²ene metode, £e
je δk < λk, medtem ko je zmanj²evanje ciljne funkcije najmanj tako dobro kot v
trditvi 7.7. Ker je funkcija ω(x)

x2
padajo£a na intervalu (0,∞) velja

λ2
k

δ2
k

ω(δk) ≥ ω(λk).

U£inek spremenjenega iteracijskega koraka je viden v ob£utnem zmanj²anju ²tevila
du²enih iteracij.
�e strnemo vso zapisano teorijo, je Newton-Nesterov algoritem sestavljen iz dveh
faz:

(1) Du²ena faza.
Dokler je λF (xk) > λ∗, uporabljamo iteracijo

xk+1 = xk −
1

1 + δk
∆xk.

(2) Kvadrati£na faza.
Ko je λF (xk) ≤ λ∗, uporabljamo iteracijo

xk+1 = xk −∆xk.

Ker je algoritem izpeljan na osnovi korelacijske matrike Σ, moramo na koncu
re²itev uteºiti z volatilnostmi

x∗i =
σ−1
i x∗i∑n

j=1 σ
−1
j x∗j

.

7.1.2. Koda Newton-Nesterovega algoritma

Newton-Nesterov algoritem bomo sprogramirali v programskem jeziku Matlab,
pri tem pa bomo uporabili naslednje oznake:

• K je korelacijska matrika za izbrani portfelj,
• v je vrsti£ni vektor volatilnosti posameznih sredstev v portfelju,
• S je ustrezna varian£no-kovarian£na matrika za izbrani portfelj,
• b je stolpi£ni vektor zneskov tveganja,
• c je stolpi£ni vektor normaliziranih prispevkov tveganja, to je ci(x) = σi(x)

σ(x)
,

in je za portfelj s pariteto tveganj enak vektorju zneskov tveganja,

• x0 je stolpi£ni vektor za£etnih uteºi in je enak
√∑

i bi√
1TK1

· 1,
• lambda ima vrednost 0, 95 · 3−

√
5

2
.

Za zaustavitveni pogoj bomo uporabili omejitev

max(|c− b|) ≤ 10−8.
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Newtonov iteracijski korak ne bomo ra£unali preko sistema z inverzom, temve£ bomo
uporabili razcep Cholesky. Kon£ne uteºi za izbrani portfelj se bodo shranjevale v
vektor x_zvezda, ki je ºe uteºen z volatilnostmi.

while max(abs(c - b)) > 0.00000001;

u0 = K * x0 - b .* (1 ./ x0);

H0 = K + diag(b .* (1 ./ (x0 .^ 2)));

V = chol(H0); %Razcep Cholesky

Y = (V') \ u0;

delta_x0 = V \ Y;

sigma0 = norm(delta_x0 ./ x0, inf);

lambda0 = sqrt(u0' * delta_x0);

if lambda0 > lambda;

x1 = x0 - (1 / (1 + sigma0)) * delta_x0;

elseif lambda0 > 0.00000001;

x1 = x0 - delta_x0;

end

x0 = x1;

x_zvezda = ((1 ./ v') .* x0) / sum((1 ./ v') .* x0);

RC = ((S * x_zvezda) / sqrt(x_zvezda' * S * x_zvezda)) .* x_zvezda;

c = RC / sum(RC);

end

7.2. Algoritem cikli£nega koordinatnega spusta

Glavna ideja algoritma cikli£nega koordinatnega spusta je minimizacija funkcije
f(x1, ..., xn) na na£in, ki minimizira le eno smer na enem koraku. Algoritem cikli£-
nega koordinatnega spusta se od klasi£nega algoritma spusta razlikuje v tem, da
slednji obravnava vse smeri na enkrat. Pri algoritmu cikli£nega koordinatnega spu-
sta i²£emo vrednost xi, ki minimizira ciljno funkcijo ob predpostavki, da so vrednosti
xj za j 6= i �ksne. Postopek se ponovi za vsako smer, dokler ni doseºen globalni
minimum. Ta metoda uporablja enaka na£ela kot Gauss-Seidelov ali Jacobijev al-
goritem za re²evanje linearnih sistemov ([12], str. 2).

Algoritem cikli£nega koordinatnega spusta ima nekaj lastnosti, ki ga naredijo zelo
privla£nega za uporabo ([12], str. 3):

(1) je zelo preprost za razumevanje in implementacijo,
(2) je u£inkovit za re²evanje problemov velikega obsega,
(3) ne potrebuje nastavitve glede spu²£anja po korakih, kar je v nasprotju z me-

todami, ki temeljijo na gradientu (metode najhitrej²ega spusta).

Konvergenca metode cikli£nega koordinatnega spusta zahteva, da je funkcija f(x)
strogo konveksna in odvedljiva. Tseng [19] je raz²iril konvergen£ne lastnosti na
neodvedljivi razred funkcij oblike

f(x1, ..., xn) = f0(x1, ..., xn) +
m∑
k=1

fk(x1, ..., xn),

pri £emer je funkcija f0 strogo konveksna in odvedljiva, medtem ko funkcije fk niso
nujno odvedljive. Konvergenco tak²nega razreda funkcij zagotavlja naslednji izrek.
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Trditev 7.9. Naj funkcije f, f0, f1, ..., fn izpolnjujejo predpostavke:

(1) funkcija f0 je zvezna na svojem de�nicijskem obmo£ju,
(2) za vsak k ∈ {1, ..., n} in (xj)j 6=k je funkcija xk 7→ f(x1, ..., xn) kvazikonve-

ksna20 in hemivariatna21,
(3) funkcije f0, f1, ..., fn so navzdol polzvezne (ang. lower semicontinuous)22

in naj funkcija f0 zado²£a eni od naslednjih dveh predpostavk:

(1) de�nicijsko obmo£je funkcije f0 je odprta mnoºica in funkcija f0 gre proti ∞
v vsaki robni to£ki de�nicijskega obmo£ja funkcije f0,

(2) de�nicijsko obmo£je funkcije f0 = Y1 × ... × Yn, za nekatere Yk ⊆ Rnk ,
k = 1, ..., n.

Naj bo prostor {x : f(x) ≤ f(x0)} omejen. Potem je zaporedje {xk}, ki ga gene-
rira metoda cikli£nega koordinatnega spusta, dobro de�nirano, omejeno in je vsako
stekali²£e tega zaporedja minimum funkcije f po koordinatah.

Dokaz. Komentar glede dokaza najdemo v [19], stran 488. �

Tako kot v primeru Newton-Nesterovega algoritma, tudi algoritem cikli£nega ko-
ordinatnega spusta izpeljemo s pomo£jo Lagrangeove funkcije optimizacijskega pro-
blema (7.1)

(7.17) L(x;λ) =
√
xTΣx− λ

n∑
i=1

bi lnxi.

Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo λ = 1. Iz pogoja prvega reda dobimo

∂L(x;λ)

∂xi
=

(Σx)i
σ(x)

− bi
xi
.

Zgornji odvod ena£imo z ni£ in dobimo

xi(Σx)i − biσ(x) = 0

oziroma
x2
iσ

2
i + xiσi

∑
j 6=i

xjρi,jσj − biσ(x) = 0.

Po de�niciji portfeljev z razporejenim tveganjem (in tudi portfeljev s pariteto tve-
ganj) mora za vse uteºi sredstev v portfelju veljati xi ≥ 0. Zgornja polinomska
funkcija je konveksna, saj velja σ2

i > 0. Zato dobimo dve re²itvi, vendar izberemo
le tisto, ki je nenegativna

(7.18) x∗i =
−σi

∑
j 6=i xjρi,jσj +

√
σ2
i (
∑

j 6=i xjρi,jσj)
2 + 4biσ2

i σ(x)

2σ2
i

.

20Funkcija f : Rn → R∪{∞} je kvazikonveksna, £e za vsak x iz de�nicijskega obmo£ja funkcije
f in za vsak d ∈ Rn velja

f(x+ λd) ≤ max{f(x), f(x+ d)},
pri £emer je λ ∈ [0, 1] ([19], str. 477).

21Funkcija f : Rn → R ∪ {∞} je hemivariatna, £e f ni konstantna na nobeni daljici, ki pripada
de�nicijskemu obmo£ju funkcije f ([19], str. 477).

22Funkcija f : Rn → R∪{∞} je navzdol polzvezna na svojem de�nicijskem obmo£ju, £e za vsak
x iz de�nicijskega obmo£ja funkcije f velja lim infx→x0 f(x) ≥ f(x0) ([16], str. 16).
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�e so vrednosti (x1, ..., xn) strogo pozitivne, sledi da je x∗i strogo pozitiven. Po-
zitivnost re²itve je zato doseºena po vsaki iteraciji, v kolikor so za£etne vrednosti
pozitivne.

Opomba 7.10. Opazimo, da algoritem ni dobro de�niran, £e so dolo£eni zneski
tveganja bi enaki ni£. To ²e dodatno podkrepi na²o odlo£itev o speci�kaciji problema,
ki zahteva strogo pozitivne vrednosti bi.

Algoritem ponavlja iteracije ena£be (7.18) dokler ne skonvergira do kon£ne re²itve.
Konvergenca algoritma cikli£nega koordinatnega spusta obstaja, saj ena£ba (7.17)
izpolnjuje vse tehni£ne predpostavke iz trditve 7.9.

U£inkovitost algoritma lahko izbolj²amo, saj lahko nekatere koli£ine zelo eno-
stavno nadgrajujemo. �e preoblikujemo ena£bo (7.18) v obliko

x∗i =
−(Σx)i + xiσ

2
i +

√
((Σx)i − xiσ2

i )
2 + 4σ2

i biσ(x)

2σ2
i

,

iz nje razberemo, da je potrebno koli£ini Σx in σ(x) izra£unati na vsaki iteraciji
algoritma.
Ozna£imo z x = (x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn) vektor uteºi pred nadgraditvijo i-te
uteºi in z x̃ = (x1, ..., xi−1, x

∗
i , xi+1, ..., xn) vektor uteºi po nadgraditvi i-te uteºi xi.

Uporabimo nekaj osnovnega znanja iz algebre in pridemo do ena£b

Σx̃ = Σx− Σ.,ixi + Σ.,ix̃i

in
σ(x̃) =

√
σ2(x)− 2xiΣi,.x+ x2

iσ
2
i + 2x̃iΣi,.x̃− x̃2

iσ
2
i ,

pri £emer sta Σi,. in Σ.,i i-ta vrstica in i-it stolpec kovarian£ne matrike Σ. Nadgradnja
Σx in σ(x) postane enostavna, £asovno zahtevnost algoritma pa se s pomo£jo teh
operacij mo£no zmanj²a ([12], str. 4).

7.2.1. Koda algoritma cikli£nega koordinatnega spusta

Tako kot Newton-Nesterov algoritem bomo tudi algoritem cikli£nega koordina-
tnega spusta sprogramirali v programskem jeziku Matlab. Da bi bila algoritma kar
najbolj moºno podobna, bomo uporabili iste oznake in isti zaustavitveni pogoj kot
v primeru Newton-Nesterovega algoritma. Kon£ne uteºi za izbrani portfelj bodo
shranjene v vektorju x_zvezda.

while max(abs(c - b)) > 0.00000001;

R = S * x0;

s = x0' * S * x0;

for i = 1 : length(x0);

A = 2 * (v(i)^2);

B = - R(i) + (x0(i) * (v(i)^2));

D = (R(i) - x0(i) * (v(i)^2))^2 + 4 * (v(i)^2) * b(i) * sqrt(s);

x_zvezda(i) = (B + sqrt(D)) / A;

R = R - S(:,i) * x0(i) + S(:,i) * x_zvezda(i);

s = s - 2 * x0(i) * S(i,:) * x0 + (x0(i)^2) * (v(i)^2) + 2 *

* x_zvezda(i) * S(i,:) * x_zvezda - (x_zvezda(i)^2) * (v(i)^2);

x0 = x_zvezda;

end
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x_z = x0 / sum(x0);

RC = ((S * x_z) / sqrt(x_z' * S * x_z)) .* x_z;

c = RC / sum(RC);

end

x_zvezda = x_z

7.3. U£inkovitost numeri£nih algoritmov

Avtorji £lanka [12] so primerjali u£inkovitost petih algoritmov, ki se uporabljajo
za izra£un uteºi portfeljev s pariteto tveganj. Primerjali so algoritem zaporednega
kvadrati£nega programiranja, Jacobijev algoritem, Newtonov algoritem, Nesterov
algoritem in algoritem cikli£nega koordinatnega spusta.

Med drugim so ugotovili, da je Newton-Nesterov algoritem hitrej²i, ko je ²tevilo
sredstev v portfelju manj²e (n < 250), medtem ko je algoritem cikli£nega koordina-
tnega spusta hitrej²i, ko je ²tevilo sredstev v portfelju ve£je (n > 250). Poleg tega
so opazili, da so numeri£ni rezultati glede hitrosti ob£utljivi na programski jezik
in sestavo algoritma, ki se uporablja za izra£un Newtonovega koraka. Slednjega je
bolje ra£unati preko linearnega sistema z uporabo razcepa Cholesky kot na vsakem
koraku izra£unavati inverz simetri£ne pozitivno de�nitne matrike. Poleg tega je £as,
potreben za izra£un algoritma cikli£nega koordinatnega spusta, odvisen od u£inko-
vitosti programskega jezika v smislu zank. Zato je Newtonov-Nesterov algoritem
hitrej²i od algoritma cikli£nega koordinatnega spusta v programskih jezikih kot sta
Matlab in R, saj so ti algoritmi revni v implementacijah zank. Nasprotno velja
za algoritem cikli£nega koordinatnega spusta, ki je hitrej²i od Newton-Nesterovega
algoritma v naivnih programskih jezikih, kot so C, Fortran in Gauss.

Ti rezultati so nam dali idejo, da primerjamo uspe²nost na²ih dveh algoritmov.
Nobeden od njiju ne potrebuje dodatnih popravkov, saj sta oba spisana v program-
skem jeziku Matlab in imata isti zaustavitveni pogoj. Prav tako bosta oba algoritma
za£ela iteracije na istem vektorju uteºi. Manjkata le ²e dva nabora podatkov, ki sta
razli£nih velikosti.

Hitrost izra£una uteºi za portfelj s pariteto tveganj bomo preverili na indeksih
S&P 500 in Eurostoxx 50. S&P 500 indeks je sestavljen iz petsto delnic in po-
kriva pribliºno 80% celotne kapitalizacije ameri²kega trga. Obteºen je na podlagi
trºne kapitalizacije, zato ga praviloma sestavljajo delnice druºb s srednjo in visoko
kapitalizacijo. Druºbe, ki so vklju£ene v indeks, so izbrane s strani analitikov in
ekonomistov druºbe Standard & Poor's. V na²o analizo bomo vklju£ili vse delnice,
ki so sestavljale ta indeks na dan 31.3.2016. Drugi indeks je Eurostoxx 50, ki je
vodilni evropski blue-chip indeks za evroobmo£je. Omogo£a blue-chip predstavitev
vodilnih super sektorjev v evroobmo£ju. Indeks pokriva 50 delnic iz 12 drºav evro-
obmo£ja. Tako kot za indeks S&P 500, bomo tudi za indeks Eurostoxx 50 uporabili
delnice, ki so ga sestavljale na dan 31.3.2016.

S pomo£jo programskega jezika R lahko s spletne strani Yahoo! Finance uvozimo
podatke o vseh izbranih delnicah. V na²em izra£unu bomo upo²tevali cene delnic od
datuma njihove izdaje do 23.4.2016, dneva, ko smo izvedli analizo. S tem bomo dobili
dva nabora podatkov zelo razli£nih velikosti. Korelacijska matrika za indeks S&P
500 ima dimenzijo 504×504, za indeks Eurostoxx 50 pa 50×50. Oba algoritma bomo
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uporabili na obeh naborih podatkov in pora£unali povpre£ni £as delovanja vsakega
od njiju. Povpre£ni £as bomo pora£unali na podlagi 10000 ponovitev vsakega od
algoritmov. Rezultati (v sekundah) so prikazani v naslednji tabeli.

S&P 500 Eurostoxx 50
Newton-Nesterov algoritem 0,5085 0,0028
Algoritem cikli£nega koordinatnega spusta 0,3548 0,0246

Tabela 2. Primerjava hitrosti

Iz tabele 2 razberemo, da na²a algoritma ustrezata ugotovitvam iz £lanka [12].
Newton-Nesterov algoritem hitreje pora£una portfelj, ki ga sestavljajo delnice in-
deksa Eurostoxx 50, algoritem cikli£nega koordinatnega spusta pa hitreje pora£una
portfelj, ki ga sestavljajo delnice indeksa S&P 500. Ker sta algoritma razli£no hitra
glede na velikost nabora podatkov, ju lahko zdruºimo in dobimo u£inkovit algori-
tem za vsak nabor podatkov. Algoritma preprosto zdruºimo z if zanko, ki preklopi
pri ugotovljeni meji 250. Mejo lahko dolo£imo ²e bolj natan£no, vendar ideja glede
zdruºitve ostane nespremenjena.

8. Ostale hevristi£ne metode

Dolo£evanje uteºi na podlagi paritete tveganj ni edini robusten na£in za alokacijo
sredstev v portfelju. Najbolj poznane tehnike, ki nadzorujejo tveganje v kontekstu
alokacije sredstev, so poleg ºe omenjene paritete tveganj, ki je primer tehnike za do-
seganje ºelene volatilnosti, tudi enako uteºevanje, minimalna varianca, maksimalna
diverzi�kacija ter uteºevanje z volatilnostjo, kar pogosto imenujemo tudi naivna pa-
riteta tveganj. Portfelj s pariteto tveganj je na poseben na£in povezan s portfeljem z
enakimi uteºmi in portfeljem z najniºjim tveganjem. Preden predstavimo povezavo
med omenjenimi tremi portfelji, bolj natan£no spoznajmo oba portfelja.

8.1. Portfelj z enakimi uteºmi

Eden najbolj naivnih hevristi£nih portfeljev je portfelj z enakimi uteºmi ali �1/n�
portfelj. Ta naivna strategija dolo£anja uteºi vsakemu od n sredstev v portfelju pri-
pi²e uteº 1

n
. Strategija �1/n� ne uporablja nobene optimizacije ali ocene in popol-

noma ignorira podatke. Vlagateljem ni potrebno oblikovati predpostavk o porazde-
litvi donosov izbranih razredov sredstev. Portfelj z enakimi uteºmi ne ustvari skon-
centriranih portfeljev v smislu alokacije kapitala, poleg tega je povpre£je-varianca
optimalen, £e imajo vsi razredi sredstev enak pri£akovani donos in kovariance ([4],
str. 110). Njegova slaba stran je pogosta revna diverzi�kacija tveganja, katera je ²e
posebej izrazita, ko se tveganja med sredstvi mo£no razlikujejo.

Zakaj se ukvarjati s tako preprosto strategijo dolo£evanja portfeljskih uteºi, ko na
trgu obstajajo veliko bolj dodelani optimizacijski modeli, med katerimi glavni steber
predstavlja povpre£je-varianca optimizacijski model? O£itna prednost �1/n� pra-
vila pred optimizacijskimi modeli je njegova preprosta uporaba na velikem ²tevilu
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sredstev. Preprostost je dobrodo²la lastnost strategije, a vendar je njena u£inkovi-
tost klju£nega pomena. Zato je smiselno primerjati u£inkovitost �1/n� strategije z
u£inkovitostjo optimalnih strategij.

Avtorji £lanka [7] so empiri£no pokazali, da strategija enakega uteºevanje sredstev
ustvari vi²je donose portfelja, kadar se uporablja za izgradnjo portfeljev iz lastni²kih
razredov sredstev. Primerjali so izven vzor£no uspe²nost naivno diverzi�ciranega
portfelja z uspe²nostjo ²tirinajstih razli£nih modelov za optimalno alokacijo sred-
stev, to je klasi£nega povpre£je-varianca portfelja in njegove ²tevilne raz²iritve, ki
so bile oblikovane za zmanj²anje u£nika napake pri ocenjevanju. Uporabili so sedem
razli£nih empiri£nih podatkovnih bazah z mese£nimi donosi in tri merila uspe²no-
sti. Ugotovili so, da noben od ²tirinajstih modelov ni konsistentno bolj²i od �1/n�
strategije v nobeni od treh mer uspe²nosti.

Vzrok za revno uspe²nost optimizacijskih modelov glede na portfelj z enakimi
uteºmi so napake, do katerih pride pri ocenjevanju pri£akovanih donosov in kovari-
an£ne matrike. Te spodkopljejo vse dobi£ke, ki jih lahko ustvari optimalna diverzi�-
kacija v primerjavi z naivno diverzi�kacijo. Portfeljske uteºi, temelje£e na vzor£nih
ocenah teh momentov, so posledi£no ekstremno pozitivne ali negativne, kar je dale£
od optimalnega. Glede na ugotovitev, da ob vseh razli£nih optimizacijskih modelih
v literaturi, ni nobenega, ki bi imel konsistentno vi²ji Sharpe kazalnik od tistega
za �1/n� portfelj, lahko zaklju£imo, da se �alokacijske napake� povzro£ene z upo-
rabo 1

n
uteºi lahko izkaºejo za manj uni£ujo£e od napak, ki jih povzro£ijo uteºi iz

optimizacijskih modelov ([7], str. 1920).

Analiti£no lahko izpeljemo dolºino potrebnih ocenjevalnih period, ki jih povpre£je-
varianca strategija potrebuje, da lahko od nje pri£akujemo dosego vi²jih ali vsaj
ekvivalentnih donosov kot so tisti, ki jih ustvari strategija �1/n�. Za parametre
kalibrirane na podatkih ameri²kega delni²kega trga so ugotovili, da za portfelj s samo
25 sredstvi potrebujemo ve£ kot 3000 mesecev dolgo ocenjevalno okno, za portfelj
z 50 sredstvi pa ve£ kot 6000 mesecev. Resnost ocenjevalne napake je osupljiva, £e
upo²tevamo, da so v praksi portfeljski modeli tipi£no ocenjeni na 60− 120 mese£nih
podatkih ([7], str. 1947).

Velja opomniti, da je razlog za dobro uspe²nost �1/n� pravila tudi v izbranem
naboru podatkov. Analiza iz [7] je narejena za alokacijo premoºenja glede na portfe-
lje delnic in ne na posamezne delnice. Optimalna divezi�kacijska politika dominira
�1/n� pravilo samo za zelo visoke stopnje nesistemati£ne volatilnosti, diverzi�cirani
portfelji pa imajo niºjo nesistemati£no volatilnost kot posamezna sredstva. Kljub
temu lahko povzamemo, da bo strategija �1/n� bolj verjetno presegla strategije iz
optimizacijskih modelov v primerih

(1) ko je n velik, saj to izbolj²a moºnosti za diverzi�kacijo,
(2) ko sredstva nimajo zadovoljivo dolge zgodovine podatkov, ki bi omogo£ala

natan£no oceno momentov ([7], str. 1920).

Lahko potegnemo dva pomembna zaklju£ka. Prvi£, medtem ko je bil narejen pre-
cej²en napredek pri oblikovanju optimalnih portfeljev, bi moralo biti ve£ energije
namenjene izbolj²anju ocene momentov (predvsem pri£akovanih donosov) in upo-
rabi ne le statisti£nih ampak tudi drugih dostopnih informacij o donosu sredstev.
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Drugi£, z namenom ocenjevanja uspe²nosti dolo£ene strategije za optimalno alo-
kacijo sredstev, predlagano bodisi s strani akademskih krogov bodisi investicijsko
upravljalne industrije, naj �1/n� pravilo sluºi vsaj kot prvo o£itno izhodi²£e za pri-
merjavo, saj je preprosto za uporabo in ima relativno nizke stro²ke implementacije
([7], str. 1948).

8.2. Portfelj z najniºjim tveganjem

Portfelj, ki temelji na �1/n� pravilu ni edini, ki se izogne najve£ji teºavi povpre£je-
varianca optimizacije. Znotraj Markowitz okvirja obstaja portfelj z najniºjim tve-
ganjem, ki se prav tako izogne ocenjevanju pri£akovanih donosov.

Namesto ocenjevanja pri£akovanih donosov je laºje predpostaviti, da imajo vsa
sredstva v portfelju enak pri£akovani donos. Ob tej predpostavki se portfelji razli-
kujejo le ²e glede na njihova tveganja in ni£ ve£ glede na pri£akovane donose. Ker se
portfelji razlikujejo le ²e glede na njihova tveganja, je edini u£inkovit portfelj tisti z
najniºjim tveganjem. Portfelj z najniºjim tveganjem je v okviru povpre£je-varianca
optimalen, £e imajo razredi sredstev enake pri£akovane donose ([13], str. 2).

Sestava portfelja z najniºjim tveganjem je odvisna le od kovarian£ne matrike do-
nosov. Ker ne poznamo kovarian£ne matrike Σ, jo moramo oceniti na pravem trgu.
Tipi£no raziskovalci uporabijo zgodovinska opazovanja donosov za to oceno ([13],
str. 6). Ker lahko kovarian£no matriko na zgodovinskih podatkih ocenimo veliko
bolj natan£no kot pri£akovane donose, je tveganje napake investitorja niºje v primeru
portfelja z najniºjim tveganjem kot v primeru klasi£nega Markowitzovega portfelja.

Standardna portfeljska teorija kot edini u£inkovit portfelj navaja tangentni por-
tfelj, a veliko empiri£nih ²tudij je pokazalo, da investiranje v portfelj z najniºjim
tveganjem pogosto prinese bolj²e izven vzor£ne rezultate kot so rezultati tangen-
tnega portfelja. Tako kot strategija enakega uteºevanja je tudi strategija minimalne
variance pokazala svoj uspeh pri izgradnji lastni²kega portfelja. Za delnice, ob pred-
postavki, da so vsi donosi delnic enaki, so pokazali, da je portfelj z najniºjim tvega-
njem lahko bolj uspe²en od optimalnega portfelja, ki je oblikovan na podlagi ²ume£ih
napovedi donosov delnic ([4], str. 110).

Slaba stran portfelja z najniºjim tveganjem je njegova zasnova, ki bolj uteºi manj
tvegana sredstva. Posledi£no je tak²en portfelj precej skoncentriran v le nekaj sred-
stvih. Zato so portfelji z najniºjim tveganjem komaj kaj diverzi�cirani v smislu
homogene porazdelitve uteºi. To je ravno nasprotno od portfelja z enakimi uteºmi,
ki je popolnoma diverzi�ciran v uteºeh.

Portfelj z najniºjim tveganjem je re²itev naslednjega minimizacijskega problema

(8.1) minxTΣx,

p.p. xT1 = 1,

kjer je

• 1 stolpi£ni vektor enic velikosti n in
• x = (x1, ..., xn)T vektor portfeljskih uteºi.
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Uteºi bomo tako kot v primeru portfelja s pariteto tveganj najprej pora£unali na
primeru dveh sredstev, nato pa ²e na primeru ve£jega ²tevila sredstev.

8.2.1. Primer dveh sredstev (n=2)

Naj bo ρ korelacija med dvema sredstvoma in x = (w, 1−w) vektor nujnih uteºi.
Varianca (tveganje) portfelja z dvema sredstvoma je enaka

σ2 = w2σ2
1 + (1− w)2σ2

2 + 2w(1− w)ρσ1σ2.

Ker ºelimo portfelj z najniºjim tveganjem, moramo minimizirati varianco portfelja.
V ta namen odvajamo varianco po uteºeh in odvod ena£imo z ni£

∂σ2

∂w
= 2wσ2

1 − 2σ2
2 + 2wσ2

2 + 2ρσ1σ2 − 4wρσ1σ2 = 0.

Z nekaj obra£anja zgornje ena£be pridemo do re²itve

x∗ =
( σ2

2 − ρσ1σ2

σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2

,
σ2

1 − ρσ1σ2

σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2

)
.

8.2.2. Splo²en primer (n>2)

Naj bo n ²tevilo sredstev in Σ kovarian£na matrika velikosti n×n. Minimizacijski
problem (8.1) bomo re²ili z Lagrangevo funkcijo

L(x, λ) = xTΣx− λ(xT1− 1).

Pogoji prvega reda optimizacijskega problema so:
∂L(x, λ)

∂x
= 2Σx− λ1 = 0,

∂L(x, λ)

∂λ
= xT1− 1 = 0.

Iz prvega pogoja izrazimo x

(8.2) x =
1

2
λΣ−1

1.

Pomnoºimo obe strani z 1T in upo²tevamo drugi pogoj, da dobimo izraz za λ

1 = 1
Tx =

1

2
λ1TΣ−1

1,

λ =
2

1TΣ−11
.

Izraz za λ vstavimo v ena£bo (8.2) in dobimo formulo za izra£un uteºi portfelja z
najniºjim tveganjem

(8.3) x =
Σ−1

1

1TΣ−11
.

S tem se poenostavi tudi izra£un variance portfelja z najniºjim tveganjem v obliko

(8.4) σ2 = xTΣx =
1

1′Σ−11
.

Metodologija paritete tveganj se od tradicionalnih portfeljev z najniºjim tvega-
njem razlikuje v ve£ pomembnih to£kah. Prvi£, £eprav oba pristopa zgradita portfelj
z uporabo tveganja kot vhodnega podatka, pariteta tveganj poudarja diverzi�kacijo
tveganja, medtem ko se minimalna varianca osredoto£a na zmanj²anje stopnje tve-
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ganja celotnega portfelja. Za portfelj z najniºjim tveganjem velja, da so njegovi
marginalni prispevki tveganja enaki za vsa sredstva v portfelju, portfelj s pariteto
tveganj pa je doseºen z izena£itvijo celotnih prispevkov tveganja teh sredstev. Dru-
gi£, pariteta tveganja uporablja zneske tveganja za izgradnjo portfelja medtem ko
minimalna varianca ²e vedno sledi optimizaciji in je zato veliko bolj ob£utljiva na
vhodne podatke o volatilnosti in korelaciji. Posledica tega je, da bo imel portfelj
z najniºjim tveganjem mogo£e niºjo stopnjo celotnega tveganja kot portfelj s pari-
teto tveganj, vendar bo zaradi narave optimizacije vedno veliko bolj skoncentriran
v smislu diverzi�kacije kapitala ([21], str. 3).

8.3. Primerjava hevristi£nih portfeljev

V magistrskemu delu smo pozornost namenili trem hevristi£nim portfeljem: por-
tfelju s pariteto tveganj, portfelju z enakimi uteºmi in portfelju z najniºjim tvega-
njem. Za vsakega od njih smo povedali, kdaj je povpre£je-varianca optimalen. Pod
dolo£enimi predpostavkami so ti trije portfelji povezani tudi med seboj. O£itno je,
da sta portfelj z enakimi uteºmi in portfelj z najniºjim tveganjem enaka, ko imajo
vsa sredstva v portfelju enako volatilnost in ko so vse korelacije med pari sredstev
enake. Poglejmo kdaj sta ta dva portfelja enaka portfelju s pariteto tveganj.

V primeru dveh sredstev so uteºi portfelja z enakimi uteºmi enake w∗1
n

= 1
2
. Iz

izra£una uteºi za portfelj s pariteto tveganj v primeru dveh sredstev iz razdelka 6.2.1
razberemo, da portfelj z enakimi uteºmi in portfelj s pariteto tveganj sovpadata pod
pogojem, da sta volatilnosti obeh sredstev enaki σ1 = σ2.
Za portfelj z najniºjim tveganjem smo v prej²njem razdelku videli, da je re²itev
brez omejitev v primeru dveh sredstev dana z w∗mv =

σ2
2−ρσ1σ2

σ2
1+σ2

2−2ρσ1σ2
. Zato portfelj z

najniºjim tveganjem sovpada s portfeljem s pariteto tveganja le v primeru, ko je
σ1 = σ2, pri £emer tudi uteºi v portfelju z najniºjim tveganjem dobijo vrednost 1

2
.

Za ostale vrednosti σ1 in σ2 so portfeljske uteºi razli£ne ([14], str. 8).

Portfelj s pariteto tveganj je v splo²nem kontekstu n sredstev in enoli£ni korelaciji
enak

• portfelju z enakimi uteºmi v primeru, ko so vse volatilnosti enake,
• portfelju z najniºjim tveganjem v primeru, ko konstantna korelacija doseºe
svojo najniºjo moºno vrednost.

Ker ujemanje portfelja s pariteto tveganj in portfelja z najniºjim tveganjem ni
ravno o£itno, si postopoma poglejmo, kako pridemo do te ugotovitve.
Naj bo R = Cn(ρ) konstantna korelacijska matrika. Torej velja, da je Ri,j = ρ za
i 6= j in Ri,i = 1. Kovarian£no matriko lahko potem zapi²emo kot

Σ = σσT �R,
kjer je � oznaka za mnoºenje istoleºnih komponent (ang. element-wise multiplica-
tion). Velja

Σ−1 = Γ�R−1,

kjer sta

Γi,j =
1

σiσj
, R−1 =

ρ11T − ((n− 1)ρ+ 1)I

(n− 1)ρ2 − (n− 2)ρ− 1
.
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S pomo£jo teh izrazov in skupaj z lastnostjo tr(AB) = tr(BA) lahko izra£unamo
uteºi za portfelj z najniºjim tveganjem. Nova izraza vstavimo v ena£bo (8.3) in
dobimo novo formulo za izra£un uteºi v primeru portfelja z najniºjim tveganjem

(8.5) xi =
−((n− 1)ρ+ 1)σ−2

i + ρ
∑n

j=1(σiσj)
−1∑n

k=1(−((n− 1)ρ+ 1)σ−2
k + ρ

∑n
j=1(σkσj)−1)

.

Upo²tevajmo, da je spodnja meja konstantne korelacije doseºena v ρ = −(n− 1)−1.
Potem re²itev (8.5) postane

xi =

∑n
j=1(σiσj)

−1∑n
k=1

∑n
j=1(σkσj)−1

=
σ−1
i∑n

k=1 σ
−1
k

.

Opazimo, da je ta re²itev ravno re²itev za portfelj s pariteto tveganj v primeru
konstantne korelacije. S tem smo pokazali, da je portfelj s pariteto tveganj podoben
portfelju z najniºjim tveganjem, ko so konstantne korelacije na svoji najniºji moºni
vrednosti.

Do sedaj smo ugotovili v katerih okoli²£inah obravnavane tri strategije ustvarijo
enake portfelje. Dodatno lahko pokaºemo, da je portfelj s pariteto tveganj loci-
ran med portfeljem z enakimi uteºmi in portfeljem z najniºjim tveganjem ter tako
predstavlja dobro potencialno substitucijo tradicionalnima pristopoma. Lastnosti
obravnavanih treh portfeljev s stali²£a matemati£ne de�nicije dobijo obliko:

xi = xj (EW),
∂xiσ(x) = ∂xjσ(x) (MV),

xi∂xiσ(x) = xj∂xjσ(x)(ERC).

Iz zgornjih de�nicij vidimo, da je portfelj s pariteto tveganj (ERC) lociran med
portfeljem z najniºjim tveganjem (MV) in portfeljem z enakimi uteºmi (EW). Za
potrebe dokaza te trditve si oglejmo modi�cirano verzijo optimizacijskega problema
(6.11)

(8.6) x∗(c) = arg min
√
xTΣx,

p.p.


∑n

i=1 lnxi ≥ c

1Tx = 1

x ≥ 0

.

�e ºelimo oblikovati portfelj s pariteto tveganj, moramo minimizirati volatilnost
portfelja ob dodatnih omejitvenih funkcijah, t.j

∑n
i=1 lnxi ≥ c, kjer je c konstanta,

dolo£ena s strani portfelja s pariteto tveganj. Konstanto c lahko interpretiramo
kot minimalna stopnja diverzi�kacije po komponentah, ki je potrebna za pridobitev
portfelja s pariteto tveganj. Volatilnost σ(x∗(c)) je nara²£ajo£a funkcija c-ja

c1 ≤ c2 =⇒ σ(x∗(c1)) ≤ σ(x∗(c2)),

saj je omejitev
∑n

i=1 lnxi − c ≥ 0 manj omejevalna z c1 kot z c2. Dva ekstremna
primera sta doseºena v c = −∞ in c = −n lnn.
�e je c = −∞, potem je optimizacijski problem ravno problem z minimalno varianco.
Uteºi portfelja z najniºjim tveganjem so potem x∗(−∞).
Iz Jensenove neenakosti in omejitve

∑n
i=1 xi = 1 dobimo, da je vsota

∑n
i=1 lnxi

omejena in sicer na na£in
∑n

i=1 lnxi ≤ −n lnn. Edina re²itev za c je potem −n lnn.
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Tako dobimo x∗(−n lnn) = 1/n, kar je ravno portfelj z enakimi uteºmi.
Zato re²itev za splo²ni problem za c ∈ [−∞,−n lnn] zado²£a zvezi

σ(x∗(−∞)) ≤ σ(x∗(c)) ≤ σ(x∗(−n lnn))

oziroma
σMV ≤ σ(x∗(c)) ≤ σEW .

Glede na rezultat iz razdelka 6.2.3 obstaja tak²na konstanta c∗, da je x∗(c∗) portfelj
s pariteto tveganj. To dokazuje, da so volatilnosti obravnavanih treh portfeljev
urejene na na£in

(8.7) σMV ≤ σERC ≤ σEW .

Zaklju£imo lahko, da imamo naravno ureditev volatilnosti portfeljev. Volatilnost
portfelja z najniºjim tveganjem je nepresenetljivo najniºja, volatilnost portfelja z
enakimi uteºmi je najvi²ja in volatilnost portfelja s pariteto tveganj je vmes med
obema volatilnostma. Rezultat lahko posplo²imo na katerokoli konveksno mero tve-
ganja, ki izpolnjuje Eulerjev izrek o homogeni funkciji ([14], str. 8).

9. Ocenjevanje portfeljske uspe²nosti

Predstavljena algoritma nam omogo£ata u£inkovit izra£un portfeljskih uteºi za
portfelj s pariteto tveganj. Lastnosti portfelja s pariteto tveganj si bomo ogledali
na treh razli£nih naborih podatkov. V 7. poglavju smo ugotovili, da je Newton-
Nesterov algoritem za manj²i nabor podatkov hitrej²i od algoritma cikli£nega ko-
ordinatnega spusta. Ker so vsi izbrani nabori podatkov manj²ega obsega, bomo
portfelj s pariteto tveganj dolo£ili s pomo£jo Newton-Nesterovega algoritma.

Primarni cilj empiri£nega testiranja je ocena portfeljske strategije paritete tveganj
glede na strategiji enako uteºevanje ter minimalna varianca, v kontekstu koncen-
tracije uteºi sredstev in koncentracije prispevkov tveganja sredstev. V vseh treh
primerih se bomo omejili na izgradnjo portfeljev z nenegativnimi uteºmi.

Uspe²nost zgrajenih portfeljev bomo ocenili z ve£ razli£nimi kazalniki. Za vsak
portfelj bomo pora£unali njegov povpre£ni letni preseºeni donos in letno volatilnost.
Preseºeni donos se izra£una kot razlika med dejanskim donosom in netveganim do-
nosom. Netvegani donos lahko vlagatelj doseºe z investicijo v kratkoro£ne drºavne
vrednostne papirje. Za izra£un netveganega donosa bomo uporabili indeks G0D0
(The BofA Merrill Lynch German Governmant Index), ki sledi uspe²nosti javno
izdanega drºavnega dolga s strani nem²ke vlade, nominiranega v EUR.

Ocenjevanje uspe²nosti zgolj na povpre£nem donosu ali le na volatilnosti ne poda
veliko informacij. Donosi morajo biti popravljeni za tveganje, preden jih lahko smi-
selno primerjamo. Ena od moºnih mer uspe²nosti, ki je popravljena za tveganje,
je Sharpe kazalnik (S). Sharpe kazalnik temelji na ideji, da vlagatelj ne more do-
se£i vi²jega donosa od netvegane obrestne mere (oziroma netveganega donosa) brez
sprejetja tveganja. Sharpe kazalnik zato upo²teva samo tisti del donosa, za katerega
mora vlagatelj prejeti tveganje, izra£una pa se z s formulo ([1], str. 826)

S =
RP −Rf

σP
,
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kjer je RP povpre£na donosnost portfelja P , Rf povpre£na netvegana donosnost in
σP standardni odklon donosov. Sharpe kazalnik nam pove, kolik²na je preseºena
donosnost na enoto prevzetega tveganja. Bolj diverzi�cirani portfelji imajo vi²ji
Sharpe kazalnik, kar pomeni, da je nagrada na enoto tveganja vi²ja ([10], str. 259).

Pora£unali bomo tudi dva Ginijeva koe�cienta, enega za alokacijo uteºi (Gxi) in
enega za alokacijo tveganja (Gci). Ginijev koe�cient je mera, ki jo ekonomisti pogo-
sto uporabljajo za merjenje dohodkovne neenakosti (ali koncentracije premoºenja)
v drºavi in za primerjavo neenakosti med drºavami. Ozna£imo uteº oziroma celo-
tni prispevek tveganja sredstva i z yi in jih uredimo v nepadajo£em vrstnem redu
(yi ≤ yi+1). Ginijev koe�cient za uteºi in Ginijev koe�cient za prispevke tveganja
se izra£una po formuli ([5], str. 14)

G =
2

n

n∑
i=1

i(yi − ȳ).

Vrednost Ginijevega koe�cienta se vedno nahaja med 0 in 1. Bliºje kot je vrednosti
ni£, bolj enaka je porazdelitev uteºi (prispevkov tveganja) v portfelju. Bolj kot je
Ginijev koe�cient blizu ena, bolj neenaka je porazdelitev uteºi (prispevkov tvega-
nja) v portfelju. Zato koe�cient blizu ni£ ozna£uje dobro diverzi�cirane portfelje in
koe�cient blizu ena ozna£uje visoko skoncentrirane portfelje.

Ker je diverzi�kacija izredno pomemben kriterij pri izgradnji portfelja, bo zadnja
mera uspe²nosti portfelja diverzi�kacijski kazalnik (D). Diverzi�kacijski kazalnik
portfelja P je de�niran kot razmerje med tehtanim povpre£jem volatilnosti sredstev
in volatilnostjo portfelja

D =

∑n
i=1wiσi
σP

.

Portfelj, ki pod predpostavkami samih dolgih pozicij maksimizira diverzi�kacijski
kazalnik, je ²e eden iz skupine portfeljev, ki ga ustvari strategija za katero ni po-
trebno napovedati pri£akovanih donosov. Imenuje se najbolj diverzi�ciran portfelj.
Cilj vsake portfeljske strategije je ustvariti £im vi²ji diverzi�kacijski kazalnik, saj ta
odraºa resni£no diverzi�ciran portfelj. Diverzi�kacijski kazalnik kateregakoli portfe-
lja, sestavljenega le iz dolgih pozicij, bo vedno vsaj ena ([6], str. 41).

Predenj se spustimo v analizo podatkov naj opomnimo, da namen tega razdelka
ni oblikovanje portfeljev, ki bodo prinesli ºeleni donos na dolo£en datum v prihodno-
sti. Portfelji v nadaljevanju ne vklju£ujejo nobenih predvidevanj glede obna²anja
vklju£enih sredstev v prihodnosti in so oblikovani izklju£no na zgodovinskih podat-
kih. Prav tako portfelji ne bodo izra£unani na konkretnih vrednostnih papirjih,
vendar bodo le-ti zastopani s strani razli£nih indeksov, ki sledijo splo²nemu gibanju
nekega razreda sredstev na trgu. Cilj tega razdelka je preveriti teoreti£ne lastnosti
izbranih portfeljskih strategij na konkretnem naboru podatkov, za kar so izra£uni
na zgodovinskih podatkih indeksov povsem ustrezni.
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9.1. Globalni delni²ki portfelj

Za za£etek empiri£nega preverjanja uspe²nosti strategij si bomo ogledali nabor
podatkov, ki je sestavljen iz trinajstih najve£jih borznih indeksov po svetu. Glede
na geografske enote jih lahko razporedimo slede£e:

• Kanada:
◦ SPTSX (S&P/TSX Composite Index)

• Severna Amerika:
◦ INDU (Dow Jones Industrial Average)
◦ SPX (S&P 500 Index)
◦ CCMP (NASDAQ Composite Index)
◦ RTY (Russell 2000 Index)

• Evropa:
◦ UKX (FTSE 100 Index)
◦ DAX (DAX Index)
◦ CAC (CAC 40 Index)
◦ IBEX (IBEX 35 Index)

• Azija - Paci�k :
◦ NKY (NIKKEI 225 Index)
◦ HSI (HANG SENG Index)
◦ TWSE (Taiwan Stock Exchange Weighted Index)
◦ SHCOMP (Shanghai Stock Exchange Composite Index)

Podatki o izbranih borznih indeksih so pobrani s terminala Bloomberg. Uporabili
bomo dnevne podatke za obdobje med 1.1.1999 in 31.12.2015. Vse vrednosti so v
EUR.

V tabeli 3 sta predstavljeni osnovni opisni statistiki vseh izbranih indeksov: pov-
pre£ni letni donos µ (izra£unan na podlagi aritmeti£nega povpre£je) in letna vola-
tilnost σi. Tabela 4 prikazuje korelacijsko matriko Σ.

µ(%) σi (%)
DAX 8,24 25,20
CAC 4,05 24,37
UKX 2,01 21,71
HSI 9,71 26,75
CCMP 10,48 29,30
NKY 5,78 25,83
RTY 11,38 26,66
SPX 6,99 22,62
SPTSX 8,35 22,56
INDU 7,15 21,66
TWSE 6,94 26,13
SHCOMP 14,74 28,64
IBEX 2,87 24,69

Tabela 3. Povzetek statistik
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Σ (%)
DAX 100 88,2 77,2 32,7 50,8 15,7 51,4 55,3 56,2 53,1 22,1 7,8 78,6
CAC 100 84,1 32,9 44,4 15,8 47,0 50,2 56,8 47,8 22,9 7,3 87,2
UKX 100 40,7 45,3 21,6 48,2 53,2 61,6 51,7 27,7 13,3 74,3
HSI 100 27,3 53,9 26,4 29,5 34,2 30,1 54,2 41,8 28,1
CCMP 100 13,1 88,4 89,7 66,7 82,2 23,9 14,0 38,8
NKY 100 10,0 12,7 19,0 14,3 45,0 24,5 11,7
RTY 100 89,9 68,9 84,7 23,2 13,2 41,5
SPX 100 71,4 97,2 24,9 16,7 43,4
SPTSX 100 65,6 26,7 14,7 50,1
INDU 100 25,5 17,7 41,1
TWSE 100 27,7 18,5
SHCOMP 100 4,4
IBEX 100

Tabela 4. Korelacijska matrika

Izbrani nabor podatkov je zanimiv zaradi njegovih karakteristik. Iz tabele 3 opa-
zimo, da imajo vsa sredstva zelo podobne volatilnosti. Vse se gibljejo na intervalu
med 21, 66% in 29, 30%. Glede na zgodovinske podatke je bil najbolj volatilen in-
deks CCMP. Najmanj tvegana indeksa sta bila ameri²ki DIJA in londonski UKX,
pri £emer je bil indeks UKX tisti, ki je imel najniºji povpre£ni letni donos.
Na splo²no so imeli evropski indeksi (z izjemo indeksa DAX) najniºje povpre£ne le-
tne donose v obravnavanem obdobju. Njihovi donosi so nizki tudi glede na dejstvo,
da gre za delni²ki razred sredstev.
Za razliko od podobnih volatilnosti se korelacijski koe�cienti med seboj mo£no raz-
likujejo. Vsi korelacijski koe�cienti so pri£akovano pozitivni, saj je nabor sredstev
sestavljen le iz delni²kih indeksov. A kljub temu imamo v korelacijski matriki vse,
od zelo nizke do zelo mo£ne povezanosti med sredstvi. Po pri£akovanjih so med
seboj mo£no povezane delnice iz istih trgov (ameri²ki trg, evropski trg), najniºjo
korelacijo pa opazimo med evropskimi delnicami in delnicami na Shanghaiski borzi.
Globalni delni²ki portfelj je zato primer portfelja s podobnimi volatilnostmi in raz-
li£nimi korelacijami.

V nadaljevanju bomo na teh podatkih uporabili obravnavane tri portfeljske stra-
tegije in za vsako od njih izra£unali uteºi, marginalni prispevek tveganja in celotni
prispevek tveganja. Rezultati so prikazani v tabeli 5.

Portfelj z enakimi uteºmi Portfelj z najniºjim tveganjem Portfelj s pariteto tveganj

xi(%) MRCi(%) TRCi(%) xi(%) MRCi(%) TRCi(%) xi(%) MRCi(%) TRCi(%)

DAX 7,69 19,39 1,49 0 16,19 0 6,72 18,75 1,26

CAC 7,69 18,59 1,43 0 16,01 0 6,98 18,05 1,26

UKX 7,69 16,89 1,30 8,47 15,30 1,30 7,59 16,59 1,26

HSI 7,69 16,42 1,26 0 17,31 0 7,25 17,37 1,26

CCMP 7,69 22,69 1,75 0 18,13 0 5,84 21,57 1,26

NKY 7,69 10,72 0,82 18,97 15,30 2,90 10,33 12,20 1,26

RTY 7,69 20,81 1,60 0 16,69 0 6,37 19,77 1,26

SPX 7,69 18,64 1,43 0 15,90 0 7,06 17,85 1,26

SPTSX 7,69 17,45 1,34 7,69 15,30 1,18 7,43 16,95 1,26

INDU 7,69 17,26 1,33 22,66 15,30 3,47 7,58 16,61 1,26

TWSE 7,69 13,36 1,03 9,48 15,30 1,45 8,77 14,37 1,26

SHCOMP 7,69 10,39 0,80 16,57 15,30 2,53 10,42 12,09 1,26

IBEX 7,69 16,98 1,31 16,17 15,30 2,47 7,65 16,46 1,26

Tabela 5. Karakteristike portfeljev
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Glede na dejstvo, da portfelj z enakimi uteºmi enako obteºi vse delnice v portfelju,
bi lahko naivno pri£akovali, da bodo najbolj volatilne delnice prispevale najve£ji
deleº tveganja in obratno. Izkaºe se, da je ta domneva le na pol resni£na, saj najve£
tveganja prispeva indeks CCMP, ki je najbolj volatilen. Preseneti nas najniºji celotni
prispevek tveganja, ki ga ustvarijo delnice iz indeksa SHCOMP. Ta indeks je sam po
sebi na drugem mestu po tveganosti, zato ga ne bi pri£akovali na zadnjem mestu med
celotnimi prispevki tveganj. �e bi sklepali le po volatilnostih, bi najmanj tveganja
moral prispevati indeks INDU. Vendar lahko iz tabele 5 razberemo, da temu ²e
zdale£ ni tako. Skoraj polovica ostalih sredstev prispeva manj tveganja od njega.
Prav tako ima polovica sredstev niºji marginalni prispevek tveganja.

Na primeru portfelja z najniºjim tveganjem lepo vidimo lastnost enakih marginal-
nih prispevkov tveganja za vsa sredstva, katerih uteº ni enaka ni£. Vsa ta sredstva
imajo najniºji marginalni prispevek tveganja. V tabeli 5 ni prikazanega stolpca z
normaliziranimi prispevki tveganja ci, £e pa bi bil, bi iz njega videli, da so vsi nor-
malizirani prispevki tveganja enaki uteºem portfelja z najmanj²im tveganjem. To
bomo lahko kasneje preverili na grafu 1 in 2.
Opazimo, da je portfelj z najniºjim tveganjem sestavljen le iz polovice vseh delnic,
ki so bile v naboru. S tem lahko potrdimo ve£krat omenjeno pomanjkljivost tega
portfelja, ki je visoka skoncentriranost tako v smislu uteºi kot v smislu prispevkov
tveganj.

Za portfelj s pariteto tveganj takoj opazimo enake celotne prispevke tveganja iz
vseh sredstev, ki portfelj sestavljajo. S tem je empiri£no dokazano, da je portfelj s
pariteto tveganj glede na ostala dva portfelja najbolj uravnoteºen v smislu tvega-
nja. Glede na to, da vsa sredstva prispevajo enako koli£ino tveganja, je smiselno
pri£akovati, da bo najbolj volatilno sredstvo dobilo najniºjo uteº. Oziroma, £e gle-
damo z vidika marginalnih prispevkov tveganja, bi najniºjo uteº moralo dobiti tisto
sredstvo, katerega marginalni prispevek tveganja je najvi²ji. To se je tudi zgodilo,
saj je strategija paritete tveganj najniºjo uteº pripisala indeksu CCMP.

�e potegnemo £rto pod vsemi tremi strategijami, nas je najbolj presenetil indeks
SHCOMP. Kljub svoji visoki volatilnosti v vseh treh strategijah predstavlja sredstvo,
v katerega je smiselno vloºiti ve£ji % svojega premoºenja. Razlog se skriva v njegovih
korelacijah z ostalimi sredstvi v portfelju. Je edini indeks, ki ima precej zelo nizkih
korelacij z drugimi delnicami, to je med 0% in 10%. S tem indeks SHCOMP lepo
ponazarja vpliv diverzi�kacijskega u£inka.

Ker v£asih slikovni prikaz podatkov razkrije ²e kak²no zanimivost, ki je teºje vidna
iz samih ²tevilk, si bomo razporeditev uteºi in tveganja pogledali ²e gra�£no.
Graf 1 prikazuje portfeljske uteºi, pripisane posameznemu razredu sredstev. Iz njega
razberemo ºe ugotovljena dejstva iz tabele 5. Dodatno opazimo, da strategija pa-
ritete tveganj dolo£i uteºi precej podobno kot jih dolo£i 1/n pravilo. Razlog za to
je delni²ko tveganje, ki je skupno celotnemu naboru sredstev. Dodatno opazimo
dva indeksa, ki jima vse tri strategije pripi²ejo skoraj enake uteºi. Gre za indeks
UKX in indeks SPTSX. Indeksu SPTSX tako strategija enakih uteºi kot strategija
minimalne variance pripi²eta povsem enake uteºi. Strategija paritete tveganj inde-
ksu pripi²e nekoliko niºjo uteº, a ²e vedno zelo blizu tistima, ki ju dolo£ita ostali
dve strategiji. Podobno enakost opazimo iz grafa 2, ki prikazuje prispevek tveganja
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Graf 1. Uteºi sredstev

Graf 2. Alokacija tveganja

vsakega sredstva k celotnemu tveganju portfelja, to je normalizirane prispevke tve-
ganja. �e primerjamo oba grafa, lahko za portfelj z najniºjim tveganjem potrdimo
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ºe omenjeno ugotovitev, in sicer da so uteºi tega portfelja enake njihovim deleºem
celotnega tveganja. Torej lahko re£emo, da za portfelj z najniºjim tveganjem ve-
lja lastnost ci(x) = xi, kar pomeni, da je normaliziran prispevek tveganja dolo£en
z uteºjo. Zaklju£imo lahko, da se iz obeh grafov ²e lep²e vidi lastnost portfelja z
enakimi uteºmi (graf 1) in lastnost portfelja s pariteto tveganj (graf 2).

Kot je bilo omenjeno ºe v uvodu v to poglavje, bomo za vsako strategijo pora£unali
nekaj kazalnikov uspe²nosti. Njihove de�nicije so zapisane na za£etku tega poglavja,
na tem mestu pa si oglejmo njihove vrednosti na osnovi na²ih podatkov.

Strategija µ̂(%) σ(%) S(%) Gxi(%) Gci(%) DR(%)
Enako uteºevenje 4,12 16,89 24,37 0,00 11,13 1,49
Minimalna varianca 3,49 15,30 22,79 57,39 57,39 1,61
Pariteta tveganj 4,13 16,38 25,22 9,06 0,00 1,54

Tabela 6. Uspe²nost strategij

Preseºeni donos za portfelj z enakimi uteºmi je zelo podoben tistemu, ki ga ustvari
portfelj s pariteto tveganj. To nas ne sme presenetiti, saj smo iz grafa 1 ugotovili,
da so uteºi za oba portfelja precej podobno dolo£ene.
Ob rezultatih glede volatilnosti portfeljev se najprej spomnimo na pravilo (8.7), ki
ureja volatilnost treh strategij. Vidimo, da je volatilnost portfelja s pariteto tveganj
ve£ja od volatilnosti portfelja z najniºjim tveganjem, vendar manj²a od volatilnosti
portfelja z enakimi uteºmi. S tem smo preverili veljavnost zveze (8.7) na empiri£-
nih podatkih. S pomo£jo rezultatov o volatilnostih lahko preverimo tudi, da za vse
tri portfelje drºi Eulerjev izrek o homogeni funkciji. Volatilnost vsakega od treh
portfeljev je namre£ enaka vsoti njegovih celotnih prispevkov tveganj. Poleg tega
opazimo, da se volatilnosti vseh treh strategij zelo malo razlikujejo med seboj. To je
posledica dejstva, da celoten nabor sredstev spada v delni²ki razred sredstev. Kljub
temu v preseºenih donosih in volatilnostih ostaja nekaj variance med strategijami,
vendar kot bomo videli kasneje, so v primeru globalnega delni²kega portfelja prese-
ºeni donosi in volatilnosti med posameznimi strategijami dale£ najbolj podobni.
Enaka ugotovitev velja tudi za Sharpe kazalnike. V ostalih dveh naborih podatkov
se bodo ti mo£no razlikovali med posameznimi strategijami. V tem primeru najve-
£ji Sharpe kazalnik ustvari strategija paritete tveganj, sledi mu Sharpe kazalnik za
portfelj z enakimi uteºmi, najmanj²i Sharpe kazalnik pa ustvari portfelj z najniºjim
tveganjem. Glede na to, da Sharpe kazalnik ocenjuje preseºeno donosnost na enoto
tveganja, je bilo to zaporedje pri£akovano, saj je enako zaporedju diverzi�kacije tve-
ganja (najbolj diverzi�ciran je portfelj s pariteto tveganj, najmanj diverzi�ciran je
portfelj z najniºjim tveganjem).
Ginijev koe�cient za alokacijo uteºi je enak ni£ za portfelj z enakimi uteºmi, kar je
razumljivo, saj je ta popolnoma diverzi�ciran v smislu uteºi. Prav tako dobro di-
verzi�kacijo uteºi, Ginijev koe�cient potrdi za portfelj s pariteto tveganj. Ustrezno
visok Ginijev koe�cient za portfelj z najniºjim tveganjem odraºa skoncentriranost
tega portfelja v le polovici sredstev.
Ginijev koe�cient za alokacijo tveganja pokaºe ravno obratne rezultate od Ginijevega
koe�cienta za alokacijo uteºi. Tak²en obrat smo pri£akovali, nekoliko presenetljiva
je le njegova visoka vrednost za portfelj z najniºjim tveganjem, saj je ta v splo²nem
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obravnavan kot nizko tvegani portfelj.
Zanimive rezultate podaja tudi diverzi�kacijki kazalnik. Najvi²ji je v primeru por-
tfelja z najniºjim tveganjem, kar ni ravno obi£ajno. Razlog za to je izbrani nabor
podatkov in njihove karakteristike, saj bomo v nadaljnjih primerih videli, da je
praviloma portfelj s pariteto tveganj tisti, ki ima najvi²ji diverzi�kacijki kazalnik.

9.2. Evropski diverzi�ciran portfelj

Drugi nabor podatkov sestavlja sedem razli£nih razredov sredstev, pri £emer smo
se posku²ali omejiti na investitorja, ki ga privla£i evropski trg. Ideja, ki se skriva
za izbiro razredov sredstev, je prikaz dobro razpr²ene naloºbe, ki je izpostavljena
razli£nim tipom tveganj. Mnoºica podatkov je sestavljena iz naslednjih razredov
sredstev:

• BCOMTR (Bloomberg Commodity Index Total Return) - indeks surovin,
• BE500 (Bloomberg European 500 Index) - delni²ki indeks najbolj likvidnih
evropskih podjetij,
• EG00 (The BofA Merrill Lynch Euro Governemnt Index) - indeks drºavnih
obveznic, izdanih s strani drºav £lanic evroobmo£ja,
• EPEU (FTSE EPRA/NAREIT Euro Zone Index) - indeks, ki sledi uspe²nosti
trgovanja z nepremi£ninami na evropskem trgu,
• ER00 (The BofA Merrill Lynch Euro Corporate Index) - indeks visoko kako-
vostnih (ang. investment - grade) podjetni²kih obveznic, izdanih na evrop-
skem trgu,
• HE00 (The BofA Merrill Lynch Euro High Yield Index) - indeks visoko tve-
ganih (ang. high yield) podjetni²kih obveznic, izdanih na evropskem trgu,
• MXEF (MSCI Emerging Markets Index) - delni²ki indeks razvijajo£ih se
trgov.

Podatki o izbranih razredih sredstev so pobrani s terminala Bloomberg. Uporabili
smo dnevne podatke za obdobje med 1.1.1999 in 31.12.2015. Vse vrednosti so v
EUR.

Tako kot v primeru globalnega delni²kega portfelja bomo podatke najprej spoznali
preko osnovnih opisnih statistik, ki so predstavljene v tabeli 7.

µ(%) σi (%) Σ (%)
BCOMTR 4,14 17,11 100,0 30,8 -15,0 19,1 -10,1 9,4 38,4
BE500 3,08 19,87 100,0 -22,9 65,5 -23,7 32,5 62,9
EG00 5,05 3,72 100,0 -7,8 78,9 0,8 -18,3
EPEU 7,15 18,27 100,0 -10,5 29,2 46,8
ER00 4,68 2,61 100,0 14,0 -10,9
HE00 5,95 6,55 100,0 38,2
MXEF 8,74 20,29 100,0

Tabela 7. Povzetek statistik in korelacijska matrika

Iz tabele 7 opazimo pomembno varianco med sredstvi, tako v smislu povpre£nih
donosov kot v smislu volatilnosti. V izbranem obdobju so bile najmanj donosne
delnice na evropskem trgu, medtem ko sta bili najbolj donosni naloºba v delnice na
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razvijajo£ih se trgih ter naloºba v nepremi£nine na evropskem trgu. Presenetljiva
nizka donosnost delnic na evropskem trgu je posledica izbranega obdobja. V kolikor
obdobje podalj²amo le za nekaj let v preteklost, donos evropskih delnic takoj zraste
za nekaj procentov.
Najbolj volatilni razredi sredstev so delnice na razvijajo£em in evropskem trgu ter
nepremi£nine. Najniºjo volatilnost ima razred visoko kakovostnih obveznic, £igar
volatilnost je niºja od drºavnih obveznic. To je ²e en rezultat, ki je nekoliko v na-
sprotju s teorijo. Praviloma so drºavne obveznice manj tvegane od podjetni²kih
obveznic, a za visoko kakovostne obveznice v na²em obdobju to o£itno ni veljalo. �e
pogledamo gole podatke, potem opazimo, da od konca leta 2013 dalje donos visoko
kakovostnih podjetni²kih obveznic mo£no pada in se zadnja leta giblje v tandemu
z evropskimi drºavnimi obveznicami. Poleg tega se moramo zavedati, da evropske
drºavne obveznice niso le nem²ke drºavne obveznice, ki praviloma veljajo za naj-
manj tvegan vrednostni papir na evropskih tleh. �e bi primerjali visoko kakovostne
podjetni²ke obveznice z drºavno obveznico Italije ali druge manj stabilne drºave bi
ugotovili, da je razlika v donosu med visokokakovostnimi podjetni²kimi obveznicami
in drºavnimi obveznicami v mnogih primerih negativna. Ve£ina drºavnih obveznic
evropskih drºav se namre£ giblje podobno kot podjetni²ke obveznice. To potrjuje
tudi korelacijski koe�cient med indeksoma EG00 in ER00, ki nakazuje mo£no po-
vezanost med obema razredoma sredstev. Ker so bile drºavne obveznice nekoliko
bolj volatilne do leta 2009, nato pa sta se oba indeksa za£ela gibati zelo podobno,
je volatilnost drºavnih obveznic v tabeli 7 vi²ja od volatilnosti visoko kakovostnih
obveznic.
Korelacijska matrika je zelo raznolika, saj imamo opravka s povsem razli£nimi ra-
zredi sredstev, ki ºe po svojih de�nicijah nimajo veliko skupnega.
Izbrani nabor podatkov je zelo raznolik tako v smislu volatilnosti kot v smislu ko-
relacij. Ta nabor podatkov je zanimiv zaradi teh razlik in zaradi moºnosti za diver-
zi�kacijo, ki jih ponuja korelacijska matrika.

Portfelj z enakimi uteºmi Portfelj z najniºjim tveganjem Portfelj s pariteto tveganj

xi(%) MRCi(%) TRCi(%) xi(%) MRCi(%) TRCi(%) xi(%) MRCi(%) TRCi(%)

BCOMTR 14,29 9,82 1,40 2,02 2,40 0,05 5,98 7,91 0,47

BE500 14,29 16,80 2,40 3,22 2,40 0,08 4,11 11,49 0,47

EG00 14,29 - 0,40 -0,06 0 2,57 0 30,33 1,56 0,47

EPEU 14,29 13,88 1,98 0 2,50 0 4,40 10,73 0,47

ER00 14,29 - 0,18 -0,03 90,08 2,40 2,16 38,69 1,22 0,47

HE00 14,29 3,08 0,44 4,68 2,40 0,11 12,73 3,71 0,47

MXEF 14,29 16,79 2,40 0 3,36 0 3,76 12,57 0,47

Tabela 8. Karakteristike portfeljev

Prva stvar, ki izstopa v primeru portfelja z enakimi uteºmi, so negativni margi-
nalni prispevki tveganja. Negativni marginalni prispevek tveganja nam nakazuje,
naj pove£amo uteº tega sredstva v portfelju. Vendar ker smo v portfelju z enakimi
uteºmi, to glede na njegovo de�nicijo ni moºno. Zaradi tega lahko pri£akujemo,
da bodo kazalci uspe²nosti strategijo �1/n� ocenili bistveno slab²e od ostalih dveh
strategij, saj ti ne oblikujeta portfeljev z negativnimi marginalnimi prispevki tve-
ganj. Spomnimo se, da smo to pomanjkljivost portfelja z enakimi uteºmi omenili ºe
v razdelku 8.1. Omenili smo, da lahko pri£akujemo revno diverzi�kacijo tveganj, £e
se tveganja med sredstvi zelo razlikujejo.
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Portfelj z najniºjim tveganjem je mo£no skoncentriran na razred visoko kakovo-
stnih podjetni²kih obveznic, saj temu pripi²e uteº okoli 90%. Ostali razredi sredstev
imajo zelo majhne ali ni£elne uteºi. Prav tako je skoraj celotna volatilnost portfelja
z najniºjim tveganjem povzro£ena s strani razreda visoko kakovostnih podjetni²kih
obveznic. Ta rezultat ni presenetljiv, saj ima razred visoko kakovostnih podjetni²kih
obveznic najniºjo volatilnost, hkrati pa ima tudi preteºno nizke korelacije z ostalimi
razredi sredstev. Tudi na tem naboru podatkov opazimo enake marginalne prispevke
tveganj za vsa sredstva, katera strategija minimalne variance vklju£i v portfelj.
V portfelju s pariteto tveganj so prispevki tveganj iz vseh sredstev enaki, skladno s
tem so nato dolo£ene uteºi. Vse uteºi so urejene v obratnem vrstnem redu kot vola-
tilnosti. Najniºjo uteº strategija paritete tveganj pripi²e najbolj volatilnemu razredu
sredstev, medtem ko najvi²jo uteº dolo£i najmanj volatilnemu razredu sredstev.

Graf 3. Uteºi sredstev

Uspe²nost vsake od treh strategij bomo tudi tokrat preverili na mnoºici kazalnikov.
Rezultati so prikazani v tabeli 9.

Strategija µ̂(%) σ(%) S(%) Gxi(%) Gci(%) DR(%)
Enako uteºevanje 2,22 8,54 26,03 0,00 46,03 1,48
Minimalna varianca 1,27 2,40 52,90 80,81 80,81 1,52
Pariteta tveganj 1,72 3,31 52,10 47,30 0,00 1,93

Tabela 9. Uspe²nost strategij
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Graf 4. Alokacija tveganja

Kot smo omenili ºe v primeru globalnega delni²kega portfelja, v tem naboru po-
datkov med strategijami res opazimo ve£je razlike v preseºenih donosih in volatil-
nostih. Interval, ki se nana²a na volatilnosti, se razpenja med 2, 40% in 8, 54%.
Dale£ najvi²jo volatilnost in najvi²ji preseºeni donos ima portfelj z enakimi uteºmi.
Tako visoka volatilnost (glede na ostali dve strategiji) je posledica prej omenjenih
negativnih marginalnih prispevkov tveganj. Ponovno lahko preverimo, da drºi tudi
zveza (8.7).
Najvi²ji Shrape kazalnik ima portfelj z najniºjim tveganjem, vendar je ta le za
0, 8% vi²ji od Sharpe kazalnika za portfelj s pariteto tveganj. Oba portfelja v okviru
Sharpe kazalnika mo£no dominirata portfelj z enakimi uteºmi, katerega nizki Sharpe
kazalnik je posledica neustrezne alokacije sredstev glede na njihova tveganja.
Ginijev koe�cient, ki se nana²a na alokacijo uteºi, je enak ni£ za portfelj z enakimi
uteºmi. Obratno je Ginijev koe�cient, ki se nana²a na alokacijo tveganja, enak ni£
za portfelj s pariteto tveganj. Portfelj z najniºjim tveganjem ima oba Ginijeva koe�-
cienta enaka. Visok Ginijev koe�cient za portfelj z najniºjim tveganjem je posledica
visoke koncentracije tega portfelja v enem samem razredu sredstev. Glede na oba
Ginijeva koe�cienta so vsi trije portfelji slab²e diverzi�cirani kot v primeru global-
nega delni²kega portfelja.
Najvi²ji diverzi�kacijski kazalnik ima portfelj s pariteto tveganj, sledita mu portfelj
z najniºjim tveganjem ter portfelj z enakimi uteºmi. Diverzi�kacijska kazalnika za
portfelj z enakimi uteºmi in portfelj z najniºjim tveganjem sta niºja kot v primeru
globalnega delni²kega portfelja, kar je razumljivo, saj je prvi veliko slab²e diverzi�ci-
ran v tveganju, drugi pa v uteºeh. Veliko bolj²i diverzi�kacijki kazalnik ima portfelj
s pariteto tveganj, ki je izmed vseh treh portfeljev edini, ki je ustrezno razpr²en tako
glede na tveganje kot glede na uteºi.
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9.3. Portfelj surovin

Lastnosti prvega nabora podatkov so bile homogene volatilnosti in raznolika ko-
relacijska matrika. Vhodna podatka za drugi nabor podatkov sta bila razpr²ena
tako v smislu volatilnosti kot v smislu korelacij. Zato bomo v tretji nabor podat-
kov vklju£ili sredstva z dobro razpr²enimi volatilnostmi in homogeno korelacijsko
matriko.

Zadnji nabor podatkov sestavlja sedem razli£nih surovin. Na terminalu Bloom-
berg lahko najdemo tridesetih indeksov, ki sledijo uspe²nosti surovin. Izbrali smo
sedem tistih indeksov, katerih korelacije z ostalimi so dovolj blizu ni£. V tretjem
naboru podatkov so zato indeksi za:

• CC (BBG Cocoa) - kakav,
• FC (BBG FeedCttle) - krmljeno govedo za zakol,
• GC (BBG Gold) - zlato,
• GO (BBG GasOil) - plinsko olje,
• NI (BBG Nickel) - nikelj,
• OJ (BBG OrngJuic) - pomaran£ni sok,
• SM (BBG SoyMeal) - sojina moka.

Ponovno bomo uporabili dnevne podatke za obdobje med 1.1.1997 in 31.12.2015.
Vse vrednosti so v USD.
S pomo£jo ºe poznanih opisnih statistik bomo preverili ali izbrani nabor podatkov
ustreza na²im ºeljam po raznoliki volatilnosti in podobnih korelacijah.

µ(%) σi (%) Σ (%)
CC 3,69 30,29 100,0 2,6 16,5 13,5 11,4 4,9 9,6
FC 2,47 14,02 100,0 - 0,6 7,3 6,3 5,8 -6,2
GC 4,93 18,26 100,0 18,9 20,9 3,8 12,7
GO 4,05 30,11 100,0 20,3 5,2 10,5
NI 9,59 36,76 100,0 7,7 13,2
OJ 0,10 31,31 100,0 6,4
SM 15,15 27,34 100,0

Tabela 10. Povzetek statistik in korelacijska matrika

�e primerjamo opisne statistike za trenutni nabor podatkov z opisnimi statisti-
kami ostalih dveh naborov podatkov, potem v tem primeru opazimo najmo£nej²o
heterogenost v volatilnosti in najbolj homogeno korelacijsko matriko.
V korelacijski matriki opazimo tri nekoliko vi²je korelacije. Prva je med kovinama
zlato in nikelj, saj oba spadata v skupino kovin, s to razliko, da zlato spada med
plemenite kovine in nikelj med industrijske kovine. Obe omenjeni kovini nakazu-
jeta ²ibko povezavo s surovino plinsko olje, ki spada v energetski sektor. Vendar
£e upo²tevamo, da sta oba sektorja kovin mo£no povezana z energijskim sektorjem
(korelacija med njimi je okoli 90%), potem sta povi²ani korelaciji med omenjeno
trojico surovin razumljivi.

V portfelju z enakimi uteºmi najve£ tveganja k celotnemu tveganju portfelja pri-
speva surovina NI, ki je tudi najbolj volatilno sredstvo v portfelju. Najmanj tveganja
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Portfelj z enakimi uteºmi Portfelj z najniºjim tveganjem Portfelj s pariteto tveganj

xi(%) MRCi(%) TRCi(%) xi(%) MRCi(%) TRCi(%) xi(%) MRCi(%) TRCi(%)

CC 14,29 15,18 2,17 5,66 9,81 0,56 11,04 14,36 1,59

FC 14,29 2,96 0,42 48,49 9,81 4,76 28,23 5,62 1,59

GC 14,29 8,19 1,17 23,49 9,81 2,31 17,42 9,10 1,59

GO 14,29 16,60 2,37 3,89 9,81 0,38 10,35 15,32 1,59

NI 14,29 22,81 3,26 0,83 9,81 0,08 8,34 19,02 1,59

OJ 14,29 13,77 1,97 6,91 9,81 0,68 11,70 13,54 1,59

SM 14,29 12,41 1,77 10,72 9,81 1,05 12,92 12,27 1,59

Tabela 11. Karakteristike portfeljev

prispeva najmanj volatilna surovina FC.
Surovine so prvi nabor podatkov, ki jih strategija minimalne variance v celoti vklju£i
v portfelj. Skoraj polovico celotnega tveganja prispeva surovina FC, kar je ravno
obratno kot v portfelju z enakimi uteºmi. Obratno velja tudi za surovino NI, ki v
portfelju z najniºjim tveganjem prispeva najmanj tveganja. Tudi za ta nabor po-
datkov so vsi marginalni prispevki tveganja v portfelju z najniºjim tveganjem enaki.
Za vsako uteº v portfelju s pariteto tveganj velja, da je vmes med uteºjo za portfelj
z enakimi uteºmi in uteºjo za portfelj z najniºjim tveganjem. Ta rezultat je ²e lep²e
viden iz grafa 5. Lahko re£emo, da portfelj s pariteto tveganj predstavlja dobro
sredinsko alternativno, saj je uravnoteºen v tveganju in ne preve£ skoncentriran v
uteºeh.

Graf 5. Uteºi sredstev

Iz grafa 5 opazimo tudi, da strategija minimalne variance glede na ostali dve
portfeljski strategiji pripi²e posamezni surovini bodisi najvi²jo bodisi najniºjo uteº.
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Graf 6. Alokacija tveganja

Strategija µ̂(%) σ(%) S(%) Gxi(%) Gci(%) DR(%)
Enako uteºevanje 2,11 13,13 16,04 0,00 24,61 2,05
Minimalna varianca 0,85 9,81 8,69 53,49 53,49 1,97
Pariteta tveganj 1,56 11,10 14,04 21,63 0,00 2,15

Tabela 12. Uspe²nost strategij

Tudi za ta nabor podatkov opazimo precej²ne razlike med strategijami v okviru
preseºenih donosov in volatilnosti. Kljub temu so te manj²e od evropskega diver-
zi�ciranega portfelja, saj surovine (£eprav se delijo naprej v podrazrede) spadajo v
isti razred sredstev. �e tretji£ lahko za obravnavane volatilnosti potrdimo veljavnost
zveze (8.7).
Sharpe kazalnik je za vse tri strategije za skoraj polovico niºji glede na ostala dva
nabora podatkov. Najve£ donosa na prevzeto enoto tveganja prinese portfelj z ena-
kimi uteºmi, zelo nizek Sharpe kazalnik pa ima portfelj z najniºjim tveganjem.
Ginijeva koe�cienta izkazujeta podobne rezultate kot v ºe videnih primerih, zato jih
ne bomo dodatno komentirali.
Izmed vseh treh naborov podatkov ima ta nabor za vse tri strategije najvi²ji diver-
zi�kacijski kazalnik. Torej so vsi trije portfelji res dobro diverzi�cirani. To lahko
sklepamo ºe iz primerjave grafov 5 in 6 z gra� prej²njih dveh portfeljev. Oba prika-
zujeta najmanj ekstremnih vrednosti. Tudi v tem primeru je najbolje diverzi�ciran
portfelj s pariteto tveganj, vendar ostala dva portfelja nista veliko slab²a.
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10. Zaklju£ek

Skozi magistrsko delo smo opisali razli£ne pristope k alokaciji sredstev in se pri
tem osredoto£ili zgolj na strategije, ki ne zahtevajo ocenjevanja pri£akovanih dono-
sov. Od bolj poznanih metod za oblikovanje portfeljev smo predstavili strategijo
minimalne variance in strategijo enakega uteºevanja. Ve£ pozornosti smo namenili
manj poznani strategiji paritete tveganj, katera je vedno bolj priljubljena med in-
vestitorji. Ker uveljavitev �1/n� pravila v smislu tveganj ni tako preprosta kot v
smislu uteºi, smo predstavili dva numeri£na algoritma, ki u£inkovito dolo£ita uteºi
za portfelj s pariteto tveganj.

Teoreti£ne ugotovitve smo preverili na treh razli£nih naborih naloºb. Vsi primeri
so potrdili teoreti£ne lastnosti portfelja s pariteto tveganj, iz grafov pa smo razbrali,
da ima portfelj s pariteto tveganj dale£ najbolj enakomerno porazdelitve prispevkov
tveganja. Uspe²nost portfelja s pariteto tveganj je visoka, a v vseh primerih ni
najbolj²a. Zato se strinjamo z mislijo iz uvoda, da je izbira portfeljske strategije
pogojena z izbiro naloºb. V nobenem od treh primerov portfelj s pariteto tveganj ne
izkazuje slabih rezultatov, a vendar v nobenem primeru ni za nobeno mero uspe²nosti
(£e odmislimo Ginijev koe�cient za alokacijo tveganja) konsistentno bolj²i od ostalih
dveh strategij. V prid tem rezultatom naj opomnimo, da empiri£na analiza ni
vklju£evala portfelja s pariteto tveganj, ki ga lahko zgradimo s pomo£jo vzvoda.
Z uporabo vzvoda na celotnem portfelju bi laºje dosegli primeren donos, strategija
paritete tveganj pa bi s tem mogo£e izpadla v ²e bolj²i lu£i.

Glede na na²e rezultate lahko zaklju£imo, da privla£nost strategije paritete tveganj
leºi predvsem v njenem mo£nem apeliranju na na²o intuicijo, da je diverzi�kacija
tveganja glavni cilj pri oblikovanju portfelja. Izena£itev prispevkov tveganja se sli²i
kot dober na£in za doseg tega cilja, dodatno privla£nost pa doda dejstvo, da kon£ni
portfelj ni odvisen od stvari, v katero imajo investitorji najmanj zaupanja, to je
ocenjevanje pri£akovanih donosov.
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