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Program dela

V magistrski nalogi prikazite uporabo Hamiltonovega principa v mehaniki
kontinuuma. Definirajte potrebne kinematicne relacije in dinamicne zakone
gibanja ter pripadajoce ohranitvene zakone na primerljivi matemati¢ni ravni
predlagane literature. Izbrani pristop uporabite pri izpeljavi osnovnih enacb,
ki opisujejo materijalne lastnosti elasticnega fluida in elasti¢nega trdnega
telesa.

Za temeljni vir literature uporabite izbrana poglavja iz knjig:

e A. Bedford, Hamilton’s principle in continuum mechanics, Pitman Ad-
vanced Publishing Program, 1985;

e [-Shih Liu, Continuum mechanics, Springer, 2002;

e J. E. Marsden, T. R. J. Hughes, Mathematical foundations of elasticity,
Dover Publications, Inc., 1994.

izr. prof. dr. Igor Dobovsek



Hamiltonov princip v mehaniki kontinuuma

POVZETEK

Namen mehanike kontinuuma je raziskovanje gibanja materialnih teles
pod vplivom sil v skladu z zakoni narave. Klasi¢en pristop za iskanje enach
gibanja vkljuc¢uje uporabo Eulerjevih in Newtonovih zakonov. Alternativni
pristop je variacijski, s pomoc¢jo Hamiltonovega principa. Pri tem pristopu se
pravo gibanje materialnega telesa isce kot stacionarno tocko Hamiltonovega
energijskega funkcionala. V klasi¢nih teorijah fluidov in deformabilnih teles
je problem iskanja pravega gibanja mogoce postaviti kot primer variacijske
naloge na prostoru vseh dopustnih gibanj, enacbe gibanja, ki izhajajo iz
potrebnih pogojev za nastop stacionarne tocke funkcionala, pa je mogoce
poiskati s pomocjo ustrezno definiranih testnih funkcij.

Hamilton’s principle in continuum mechanics

ABSTRACT

The purpose of continuum mechanics is investigation of motion of ma-
terial bodies under the influence of forces according to the laws of nature.
Finding the equations of motion by classical approach includes Euler and
Newton laws. Alternative approach is variational, by using Hamilton’s prin-
ciple. With this principle the true motion is found as a stationary point of
Hamilton’s energy functional. For classical theories of fluid and solid mecha-
nics, searching of true motion can be put as an example of variational task
on the space of all admissible motions. Equations of motion, which originate
from necessary conditions for occurrence of sationary point of the functional,
can be found with properly defined test functions.

Math. Subj. Class. (2010): 49505, 7T0H25, 74A05, 74A10, 74A20
Kljuéne besede: Hamiltonov princip, Mehanika kontinuuma

Keywords: Hamilton’s principle, Continuum mechanics



Notacija

oznaka | pomen
A x B | kartezi¢ni produkt mnozic A in B
AC komplement mnozice A
A\ B | razlika mnozic A in B, A\ B= AN B¢
fog kompozitum preslikav f in g, (f o g)(a) = f(g(a))
f(A) slika mnozice A s preslikavo f, f(A) = {f(a); a € A}
ft inverzna preslikava preslikave f
Z(V,W) | prostor vseh omejenih linearnih preslikav iz Banachovega
prostora V' v Banachov prostor W
Z(V) | krajsa oznaka za Z(V,V)
(u,v) skalarni produkt elementov u in v nekega vektorskega
prostora s skalarnim produktom
[l norma elementa u nekega normiranega vektorskega prostora
4 trirazsezni evklidski vektorski prostor
u X v | vektorski produkt vektorjev u,v € ¥
u®v | tenzorski produkt vektorjev u,v € ¥;
uRve L), (uv)w= (v -w)u Yu,v,weYV
trA sled linearne preslikave A € Z(7)
det A | determinanta linearne preslikave A € Z(¥)
AT transponirana linearna preslikava od A € Z(¥);
(Au,v) = (u, ATv) Yu,ve ¥
A—T (A—I)T _ (AT)—I
0B rob mnozice B, ki je podmnozica nekega metri¢nega prostora
B zaprtje mnozice B
0% Kroneckerjev delta, 6, = 1, ¢e je i = j, in 0 sicer

Dogovor o sestevanju. Ce se v izrazu pojavi indeks natanko dvakrat,
potem se izraz seSteva po zalogi vrednosti tega indeksa. Privzeta zaloga vre-
dnosti vseh indeksov bo {1,2,3}, razen ¢e ne bo navedeno drugace. Primer:

3 3 3
Z_}:’L Z]_}:E: Y]
ue; = ue;, gi;uv = giju v,

i=1

i=1 j=1



Poglavje 1
Uvod

V mehaniki kontinuuma se enacbe gibanja fizikalnega telesa navadno izpe-
lje na klasicen nac¢in preko Newtonovih in Eulerjevih zakonov, ki povezujejo
gibanje telesa s silami in momenti, ki delujejo na telo. Alternativni pristop
za izpeljavo enacb gibanja telesa je Hamiltonov princip, ki je po svoji naravi
variacijski pristop. Pri Hamiltonovem principu med vsemi moznimi gibanji
poiséemo pravo gibanje kot minimum Hamiltonovega energijskega funkcio-
nala.

Kdor se je ze srecal s klasiécno mehaniko, verjetno pozna princip virtual-
nega dela, ki je tudi variacijski princip, vendar je namenjen statiki. Hamil-
tonov princip lahko smatramo kot posplositev principa virtualnega dela za
primer dinamike.

William Rowan Hamilton (1805-1865) je bil irski fizik in matematik, ki
se je v svojih zgodnjih raziskovalnih letih ukvarjal z optiko. Njegova teorija
zarkov je bila variacijska, temeljila je na predpostavki, da svetlobni zarek
potuje od ene tocke prostora do druge po poti, za katero porabi najmanj
casa. Med svojim delom na podroc¢ju optike je zacel razmisljati tudi o razvoju
podobne teorije za dinamicne sisteme delcev. Leta 1835 je nato tudi objavil
clanek, v katerem je predstavil svoj rezultat, ki je danes poznan pod imenom
Hamiltonov princip.

Hamiltonovo delo na podro¢ju dinamike je bilo prepoznano in cenjeno,
toda z vidika uporabnosti precej zapostavljeno vse do zacetka dvajsetega
stoletja, ko so takratni fiziki spoznali, da Hamiltonova formulacija ponuja
najbolj naravno razsiritev za takrat razvijajoco se teorijo kvantne mehanike.
Ravno Hamiltonovo formalno povezavo med optiko in klasi¢no mehaniko se
ima za predhodnika kvantne mehanike.

V klasiéni mehaniki je bil Hamiltonov princip sprva uveden za sisteme
delcev, kjer se obravnava dinamiko konc¢nega stevila tockastih masnih delcev.
Ta princip je bil kmalu za tem razsirjen za kontinuum, vendar se ga z redkimi



izjemami sprva ni uporabljalo, saj se je dalo dobiti enake rezultate s pomocjo
drugih, bolj direktnih metod. Do izraza je prisel s posplositvijo klasi¢nih
teorij v mehaniki fluidov ter v mehaniki deformabilnih teles, kjer se je izkazal
kot zelo primeren pri matematicni obravnavi materialov z mikrostrukturami
in v teoriji mesanic.

Skozi dvajseto stoletje se je nasploh povecalo zanimanje za variacijske
metode. Uporabljajo se recimo Se v numeri¢ni analizi pri metodi konénih
elementov, ter pri studiji stabilnosti resitev za probleme iz mehanike fluidov
in mehanike deformabilnih teles.

Namen tega déla je predstaviti Hamiltonov princip v mehaniki kontinu-
uma kot sredstvo za iskanje enacb, ki opisujejo gibanje zveznga medija. Delo
je omejeno na klasicno teorijo fluidov in deformabilnih teles, zato je pri-
merno za bralce, ki se s Hamiltonovim principom v mehaniki kontinuuma
Sele spoznavajo. Od bralca se pricakuje osnovno poznavanje funkcionalne
analize, variacijskega racuna, tenzorske analize in dobro poznavanje mate-
maticne analize ter linearne algebre. Potrebni pojmi in rezultati iz teh po-
drocij so povzeti v uvodnem poglavju, kjer je tudi predstavljena notacija in
poimenovanja. Potrebni pojmi in rezultati iz mehanike kontinuuma bodo
predstavljeni v tretjem poglavju, zato predhodno znanje iz mehanike konti-
nuuma ni potrebno, je pa dobrodoslo.

Jedro naloge je cetrto poglavje. V njem bomo problem iskanja enach
gibanja postavili v okvir variacijske naloge. Definirali bomo prostor dopu-
stnih gibanj in prostor dopustnih variacij, nato pa bomo pravo gibanje iskali
kot stacionarno tocko Hamiltonovega funkcionala. Nato bomo podali ne-
kaj pomoznih izrekov variacijskega racuna, s pomocjo katerih bomo lahko
prisli do diferencialnih enacb za gibanje. Uporaba Hamiltonovega principa
bo prikazana na primeru elasti¢nega fluida in hiperelasti¢nega trdnega telesa.
Dodatne konstitucijske enacbe za hiperelasti¢no trdno telo bodo izpeljane v
dodatku.



Poglavje 2

Sredstva 1z matematicne analize

V tem poglavju bomo navedli nekaj bistvenih pojmov in rezultatov iz mate-
maticne analize, ki so potrebni za razumevanje nadaljnje vsebine. Predpo-
stavlja se, da bralec te pojme in rezultate Ze pozna, zato vecine izrekov in
trditev tu ne bomo dokazovali. Razdelek sluzi bolj predstavitvi oznak, ki jih
bomo uporabljali v nadaljevanju.

2.1 Odvod na Banachovem prostoru

Definicija 2.1. Naj bosta (V, |- [|v), (W, |- |[w) Banachova prostora, U C V
odprta mnozica in F': U — W preslikava. F' je odvedljiva (v smislu Frécheta)
v tocki u € U, ¢e obstaja omejena (ekvivalentno: zvezna) linearna preslikava

DF(u): V=W,
da za vsak v € V velja

P (u+0) = F(u) = DF()(v)w

v—0 [vflv

= 0. (2.1)

F je odvedljiva na U, ¢e je odvedljiva v vsaki tocki v € U. DF(u) imenujemo
(krepki ali Fréchetov) odvod preslikave F.

F je razreda C* na U (piSemo tudi: F € CY(U,W) ali pa F € CY(U),
¢e je kodomena jasna iz konteksta), ¢e je preslikava u — DF'(u) zvezna. F
je razreda C? na U (F € C*(U,W) ali F € C?*(U)), ce je preslikava u
D?F(u) = D(DF)(u) zvezna. Induktivno definiramo §e D" F(u) in pojem F
je razreda C" za poljuben r € N. F' je gladka na U, ¢e je F € C"(U,W) za
vsak r € N.



Ce odvod odbstaja, je enolicen. Odvedljiva preslikava je hkrati tudi zve-
zna. Linearna preslikava med kon¢norazseznima Banachovima prostoroma je
vedno omejena oz. zvezna. Pogoj (2.1) je ekvivalenten pogoju

F(u+v) = F(u)+ DF(u)(v) +o(v) in limM:O.

v=0 [o]ly
Dogovor 2.2. 1. Ce je v definiciji 2.1 V' = R, potem namesto DF(u)
pisemo F’(u). V tem primeru je, striktno gledano, F’(u) linearna pre-
slikava iz R v W kar je mnozenje nekega elementa w € W z realnim
stevilom, zato kar enac¢imo F’(u) s tem elementom w.

2. Ce je v definiciji 2.1 W = R in je V opremljen s skalarnim produktom,
potem je DF(u) linearen funkcional, ki mu po Riezsovem izreku o re-
prezentaciji linearnih funkcionalov pripada enoli¢no dolo¢en w € V', da
velja

DF(u)(v) = (w,v) VoveV.

Po dogovoru bomo DF'(u) kar enacili s pripadajoéim vektorjem w in
bomo pisali DF (u)(v) = (DF(u),v).

Definicija 2.3. Naj bosta VZ W Banachova prostora, U C V odprta mnozica
in F': U — W preslikava. Sibki odvod (tudi: Gateauzov ali smerni odvod)
preslikave F' v u € U in v smeri v € V je

F(u+ ev) — F(u)

) d
5F(u)(v) = lim - = ZFu+e)|

ce obstaja.

Trditev 2.4. Naj bo F kot v prejsnjih definicijah. Ce je F odvedljiva v
u € U, potem obstaja sibki odvod preslikave F v u v smeri vsakega vektorja

v €V in velja
dF(u)(v) = DF(u)(v).

Izrek 2.5 (Odvod kompozituma). Naj bodo V., W, Y Banachovi prostort,
UCVinQCW odprti mnozici in F: U — W ter G: QQ — Y odvedljivi
preslikavi, tako da je F(U) C Q. Potem je Go F: U — Z odvedljiva in za
vsak v € U velja

D(G o F)(u) = DG(F(u)) o DF(u). (2.2)
Ce je v € V, potem (2.2) pomeni
D(G o F)(u)(v) = DG(F(u))(DF(u)(v)).

Ta izrek je poznan tudi pod imenom wverizno pravilo.
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Izrek 2.6 (Odvod produkta). Naj bodo V', Wy, Wa, Y Banachovi prostort,
U CV odprta mnoZica,

FZU—)Wl, GIU—>WQ
odvedljivi preslikavi in
T Wi x Wy, =Y

bilinearna preslikava. Potem je produkt
H:U—=Y, H(u) = n(F(u),G(u))
odvedljiv v vsakem u € U in za vsak v € V' velja
DH(u)(v) = 7(DF(u)(v). G(u)) + 7 (F(u), DG(u)(v)).

Pri tem bilinearna preslikava 7 predstavlja katerikoli produkt, ki je biline-
aren, npr. produkt vektorja s skalarjem, skalarni produkt vektorjev, vektorski
produkt vektorjev, tenzorski produkt vektorjev, produkt linearne prelikave
in vektorja (aplikacija), itd.

Izrek 2.7 (Izrek o inverzni funkciji). Naj bosta V., W Banachova prostora,
U CV odprta in xg € U. Naj bo F': U — W razreda C* in predpostavimo,
da je DF (xq) obrnljiva in ima zvezni inverz. Potem obstajata okolici Uy C U
tocke xg in Uy C W tocke yo = F(xy), tako da F preslika Uy bijektivno na
Us, inverz ¢ == F~1: Uy — U, je razreda C' in velja

Dé(yo) = (DF (x,))"".

Definicija 2.8. Naj bosta V', W Banachova prostora, U C V odprta in
F: U — W preslikava. F' je razreda C" (r € N) na zaprtju U, ce je razreda
C" na U in obstaja zvezna razsiritev preslikave x — D" F(z) na U.

2.2 Tenzorska analiza

2.2.1 Evklidski prostor

V klasi¢ni mehaniki opisujemo dogodke v Newtonovem prostor-casu, kar je
produkt trirazseznega Evklidskega prostora ter prostora realnih stevil R. Ev-
klidski prostor nam sluzi za opis polozaja in geometrije objektov, prostor R
pa predstavlja ¢asovno os.

Definicija 2.9. Mnozica tock & je Evklidski tockovni prostor in trirazsezni
Evklidski vektorski prostor ¥ je translacijski prostor za &, ¢e obstaja pre-
slikava ¢: & X & — ¥ z naslednjimi lastnostmi:

3



1. Zavsak x € & je v(x,x) = 0, nicelni vektor.
2. Za vsak o € & je preslikava
lo: & =V, to(x) = t(0, ) (2.3)
bijektivna.
3. Zavse x,y,z € & velja u(x,y) + t(y, 2) = 1(z, 2).
Preslikava (2.3) se imenuje opazovalisce za &.

Ce preslikava ¢ iz definicije obstaja, potem je takih preslikav neskonéno
mnogo. Opazovalisce (2.3) je odvisno od izbire preslikave ¢ in od izbire tocke
0 € &, ki jo imenujemo izhodisce. V skladu z drugo tocko definicije pripada
vsaki tocki x € & glede na izhodisce o krajevni vektor © = (o, x) = 1,(x) €
¥. Naj bo {e1, ey, e3} ortonormirana baza prostora ¥, ki je desnosué¢na,
tj. e3 = e; X ey. Krajevni vektor & ima enolicen razvoj po bazi, € = x;e;,
koeficientom z; tega razvoja pa recemo kartezijeve koordinate. Te so odvisne
od opazovalisca in od ortonormirane baze. Imamo bijektivno korespondenco
med naslednjimi objekti:

e tocka r € &,
e krajevni vektor @ = x;e; € 7V,
e kartezijeve koordinate (xy,zs, z3) € R3.

Razdalja med tockama z,y € & je definirana kot d(z,y) = ||c(z, y)]|, kjer
je ||.|| norma na vektorskem prostoru ¥, porojena iz standardnega skalarnega
produkta. (&, d) je metricni prostor. Metrika je odvisna od izbire preslikave
L.

Ko imamo izbrano preslikavo ¢, lahko definiramo odstevanje tock in seste-
vanje tocke in vektorja na naslednji nacin.

e Najboxz € &inu € 7. Potem je x + wu tista tocka y € &, za katero
velja «(z,y) = u.

e Naj bosta z,y € &. Potem je y — z tisti vektor u € ¥, za katerega
velja u = o(z,y).
Na sliki 2.1 je grafiéni prikaz omenjenih operacij.

Dogovor 2.10. Naj bo V Banachov prostor ali pa prostor &, naj bo U C V
in F: U — &. Z enakim simbolom, le da bo pisan krepko (v tem primeru
F), bomo oznacevali pripadajoco preslikavo

F:U—=7, F =,,0F.



Slika 2.1: Grafiéni prikaz seStevanja tocke in vektorja ter odstevanja dveh
tock.

Za u € U je torej F'(u) krajevni vektor tocke F'(u) glede na opazovalisce
lo 28 &.

Prostor & x R se imenuje Newtonov prostor-¢as. Na njem lahko vpeljemo
obicajno evklidsko metriko preko opazovalisca za &: Za (x1,11), (22, t2) €
& x R je njuna medsebojna razdalja

d((z1,t1), (w2,t2)) = /|2 — @1 |2 + (t2 — t1)?,

kjer sta @1 = t,(x1) in @y = 1,(x2) krajevna vektorja tock x; in xs.

2.2.2 Tenzorji drugega reda

V tem podrazdelku naj oznaka ¥ izjemoma pomeni n-razsezen vektorski pro-
stor nad obsegom realnih Stevil, saj rezultati, navedeni v tem podrazdelku,
drzijo za poljuben konéno razsezen vektorski prostor #". Od tega podraz-
delka dalje bo oznaka ¥ vedno sluzila za translacijski prostor Evklidskega
trirazseznega tockovnega prostora, zato bo vedno n = 3.

¥ naj bo opremljen s standardnim skalarnim produktom (-,-). Elemente
oz. vektorje prostora ¥ bomo vedno oznacevali s krepkimi posevnimi simboli,
npr. u, 1, F. Elemente prostora .Z (%), tj. linearne preslikave iz ¥ v 7,
bomo vedno oznacevali s krepkimi pokonc¢nimi simboli, npr. F, in jih kasneje
imenovali tenzorji drugega reda ali pa na kratko kar tenzorji. !

ITenzorji drugega reda so v matematiki sicer bilinearne funkcije iz ¥ x ¥ v R, vendar
med bilinearnimi funkcijami in linearnimi preslikavami iz " v # obstaja povezava preko
Riezsovega izreka, zato se v mehaniki izraz tenzor obicajno uporablja kar za linearno
preslikavo.



Ce bralec s pojmi in rezultati, podanimi v tem podrazdelku, $e ni sezna-
njen, lahko pripadajoce dokaze in utemeljitve najde v [3, str. 233-261].

Krepka enica 1 bo pomenila identi¢no linearno preslikavo, 1 € Z (%),
lu = u za vsak w € 7. Krepka ni¢ 0 pomeni bodisi nic¢elni vektor ali pa
nicelno linearno preslikavo, odvisno od konteksta.

Tenzorski produkt vektorjev uw,v € ¥ je linearna preslikava

u®ve LY), (u@v)w = (v,wyu YweZLV).

Tenzorski produkt ni komutativen. Ce sta {e;,...,e,} in {d,,...,d,} baz
za vektorski prostor ¥, potem je {e;®d; ; i,j = 1,...,n} baza za vektorski
prostor .Z (7). Vsak A € Z(¥) se da torej zapisat kot

A = a;e; ®d;,

kjer so a;; realna stevila.
Transponirana linearna preslikava od A € £ (V') je linearna preslikava

AT € Z(V), za katero velja
(Au,v) = (u, ATv), Vu,v €Y.
Za poljubne A;B € Z(¥), u,v € ¥ velja
(AT = A,
. (AB)T = BTAT,
. (AT)fl — (Afl)T = AfT’

(u@v) =v®u,
CAu®v)=(Au)@vin (UuRV)A =u® (ATv).

Tt W N =

Alternirajoca n-linearna forma je n-linearna? preslikava

n

——N—
w: V¥V x--x¥V =R,

tako da za poljubno permutacijo ¢ na mnozici {1,2,...,n} in za poljubne
U, Us, ..., u, €7V velja
W(Ug (1), Uo(2), - - - Uo(ny) = (SigNO)w (Ui, Us, ..., Uy).

Pri tem je sign o predznak permutacije o. w je netrivialna, ¢e obstajajo taki
Uy, ..., u, €Y, dajew(uy,...,u,) # 0. Ce so vektorji uq, ..., u, linearno
odvisni, potem je w(uy,...,u,) = 0. Ce sta w in w' alternirajoc¢i n-linearni

2Linearna v vsakem argumentu posebaj.



formi in je w netrivialna, potem obstaja A € R, da je «'(uy,...,u,) =
Aw(wy, ..., uy,) za vse Uy, ..., u, € V.

Determinanta linearne preslikave A € Z(7) je realno stevilo det A, za
katerega velja

(det A)w(uq, ..., u,) = w(Auy,...,Au,)

za poljubno netrivialno alternirajoco n-linearno formo w in poljubne vektorje
uy,...,u, € V. Definicija je nedvisna od izbire netrivialne forme w. Za
poljubna A, B € Z(7) velja

1. det(AB) = (det A)(det B),
2. det(AT) = det A.

Sled linearne preslikave A € Z(7) je realno stevilo trA, za katerega

velja

(trA)w(uq, ..., u,) = Zw(ul, o Aug L uy)
j=1
za poljubno netrivialno alternirajoco n-linearno formo w in poljubne vektorje

Uy, ..., u, €Y. Tudi tu je definicija nedvisna od izbire netrivialne forme w.
Za poljubne a € R, A/ B € Z(¥), u,v € ¥ velja

tr(cA 4+ B) = atrA + trB,
tr(u ®@ v) = (u,v),

trAT = trA,

tr(AB) = tr(BA).

W=

Obicajni skalarni produkt na prostoru .Z (%) je definiran na slede¢ nacin:
(A,B) = tr(ATB) = tr(B"A) VA BeZY).
Zavse A,B,C € Z(7) velja
(AB,C) = (B,A”C) = (A,CB"). (2.4)

Linearna preslikava A € Z(¥) je simetricna, ¢e je A = AT. A je
pozitivno definitna, e za vsak nenicelen u € ¥ velja (u, Au) > 0.
Vpeljimo naslednje oznake:

Inv(?7) ={A € Z(¥); det A # 0},
UV)={A e Z(V); |det A| =1},
O)={A e L(V); AAT = ATA =1},
Sym(¥)={A e Z(V); A=A"T}.
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Mnozice Inv(¥'), % (¥) in O(¥') so za operacijo kompozitum grupe. Inv(¥)
je grupa vseh obrnljivih linearnih preslikav, % (¥') je unitarna grupa, (V")
pa je ortogonalna grupa in njeni elementi se imenujejo ortogonalne preslikave.
Za grupi G in H naj oznaka H < G pomeni H je (prava) podgrupa grupe G.
Velja (V) < % (V) < Inv(¥). Mnozica Sym(?) je vektorski podprostor
prostora Z(7), ni pa grupa za kompozitum. V njem so vse simetricne
linearne preslikave.

Ce je S € Sym(¥), potem iz linearne algebre vemo, da so vse lastne
vrednosti preslikave S realne. Se veé, za prostor ¥ obstaja ortonormirana

baza iz lastnih vektorjev {wq,...,u,} preslikave S. Ce je u; lastni vektor
pri lastni vrednosti a;, 7 = 1,...,n, potem se da po spektralnem izreku S
enolicno zapisati kot
n
S = ZCLJ"U,]‘ X ’U,j. (25)
j=1

S € Sym(¥) je pozitivno definitna natanko tedaj, ko so vse njene lastne
vrednosti pozitivne. V tem primeru obstaja enolicno dolocena simetricna
pozitivno definitna linearna preslikava T, tako da velja T? = S. T imenujemo
kvadratni koren od S in pisemo kar T = v/S. Ce je S zapisana kot v (2.5),
potem velja

T:\/gzz\/a_jUj®Uj.
j=1

Izrek 2.11 (Polarni razcep). Za vsak F € Inv(¥') obstajata simetricéni pozi-
tivno definitni linearni preslikavi V in U ter ortogonalna linearna preslikava
R, tako da velja

F =RU = VR.

Pri tem so U, V in R z zgornjyim razcepom enolicno dolocene.

Dokaz. Takoj se vidi, da sta preslikavi FFT in FTF simetriéni, hkrati pa tudi
pozitivno definitni, saj je za poljuben nenicelen u € ¥

(u, F"Fu) = (Fu,Fu) > 0,

ker je F nesingularna.
Definirajmo

U=+VF’F, R=FU! V=RUR". (2.6)
Po definiciji je U simetricna pozitivno definitna in R je ortogonalna, saj je
RR’" =FU Y(FU Y)Y =FU 'U 'F”
=FU*F' =F(F'F)'F’ = 1.
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Poleg tega je
V? = (RUR")(RUR') = (RU)(RU)" = FF7,

torej je V kvadratni koren od FF7 in je zato simetri¢na in pozitivno definitna.
Enoli¢nost sledi iz enolicnosti obstoja kvadratnega korena. O

2.2.3 Tenzorska polja, gradient in divergenca

Rezervirajmo oznako # za poljuben konénorazsezen normiran vektorski pro-
stor nad obsegom R. Obicajno bo

W e{RV,LV), LV, L(V))}.

Ce prostor # ne bo natanéno doloéen, bomo njegove elemente obi¢ajno
oznacevali s krepkimi posevnimi simboli, torej kot vektorje. Funkcije, katerih
kodomena je ¥, Z(¥) ali #', bomo oznacevali kot elemente teh prostorov.

Naj bo U C &. Funkciji f: U — # recemo tenzorsko polje. V posebnem
primeru, ko je # = R, ji recemo skalarno polje, v primeru # = ¥ pa
vektorsko polje.

Naj bo 1: U — R? bijektivna preslikava razreda C!, katere inverz je prav
tako razreda C*. v priredi tocki v U njene krivuljne koordinate, torej gre za
koordinatni sistem. Ve¢ o krivoértnih koordinatah bomo govorili v razdelku
2.3. Funkciji fo~!in fo:~! bomo z zlorabo notacije pogosto oznacevali
enako, kot f, torej

flor,m,23) o= fO7 (@1, 20,23)),  fl) = (7 ().

Definicija 2.12. Gradient tenzorskega polja f je odvod funkcije fo /™, in
ga pisemo kot V f ali grad f.

Uporabljali bomo obe oznaki. V skladu s to definicijo je gradient presli-
kava Vf: (W) — L (¥, #), vendar ga dojemamo tudi kot tenzorsko polje
Vf:U— Z(V,#) naociten nacin: zaz € U, & = 1(x) inv € ¥ je

V(@) (v) = D(f or™")(z)(v).

Ce je f: U — R skalarno polje, potem v z € U vrednost gradienta Vf(z)
pripada prostoru Z(¥#,R), kar je linearni funkcional na prostoru ¥. Po
Riezsovem izreku o reprezentaciji mu enoli¢no pripada vektor w € 7', da
za vsak v € ¥ velja Vf(z)(v) = (u,v). V tem primeru po dogovoru 2.2
identificiramo V f s pripadajoc¢im vektorskim poljem in piSemo

Vf(z)(v) = (Vf(z),v).
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Ce je f: U — ¥ vektorsko polje, potem je v z € U vrednost gradienta
V f(z) linearna preslikava iz " v # in piSemo

Vf(z)(v) = VF(r)v,

torej oklepaj opustimo, kot je to tudi sicer v navadi za linearne preslikave.

Oznaka I bo praviloma sluzila za interval I = (t1,ty) C R, odprti ali
zaprti. Tudi funkciji f: U x I — # bomo rekli (¢asovno odvisno) tenzorsko
polje. Gradient casovno odvisnega tenzorskega polja je definiran kot gradi-
ent polja f(-,t): W — #, v katerem je spremenljivka ¢ fiksna. Oznac¢imo
ga enako, torej Vf = Vf(z,t) ali gradf = gradf(z,t). Odvod funkcije
f(z,): I — #, v kateri je spremenljivka = fiksna, bomo imenovali ¢asovni
odvod in ga bomo oznagcili kot parcialni odvod 0 f/0t.

Medtem ko gradient visa red tenzorskega polja, ga divergenca niza.

Definicija 2.13. Divergenca vektorskega polja w: U — ¥ je skalarno polje
divu = tr(Vu). (2.7)

Divergenca tenzorskega polja S: W — £ (7) je vektorsko polje divS z lastno-
stjo, da za vsako konstantno vektorsko polje v velja

(v,divS) = div(STv). (2.8)

Podajmo nekaj lastnosti gradienta in divergence, ki jih bomo potrebovali
v nadaljevanju.

Trditev 2.14. Za odvedljivo skalarno polje ¢ ter odvedljivi vektorski polji w
n v velja

1. V(¢pv) =v @ Vo + ¢V,
2. V{u,v) = (Vu)Tv + (Vv)Tu
3. div(¢v) = (v, V@) + ¢divo,
4. div(u ® v) = (Vu)v + udive.
Dokaz. Za poljubno konstantno vektorsko polje h je

V(pv)h = (Vo,h)v + ¢(Vv)h = (v @ Vo)h + ¢(Vv)h
= (v® V¢ + ¢Vuv)h

iz Cesar sledi prva enakost, ter

(V{u,v),h) ={((V ) v) + (u, (Vo)h) = (Vu) v, h) + (Vo) u, h)
= ((Vu) v + (Vv)"u, h),
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iz Cesar sledi druga enakost. Tretjo enakost dokazemo neposredno:

div(¢v) = tr(V(¢v)) = tr(v ® Vo + ¢Vv)
=tr(v ® Vo) + ¢tr(Vo) = (v, Vo) + ¢divo.

Pri tem smo uporabili definicijo divergence (2.7), prvo enakost trditve in
lastnosti za sled, podane na str. 9.
Za poljubno konstantno vektorsko polje w je

(w,div(u ®v)) = div((u ® v) w) = div((v ® w)w)
= div((u, w)v) = (v, V{u,w)) + (u, w)divv
= ((Vu)v, w) + (udive, w) = ((Vu)v + udive, w),

iz Cesar sledi cetrta enakost. Pri tem smo uporabili definicijo divergence

(2.8) ter tretjo in drugo enakost trditve, pri cemer smo upostevali, da je
Vw = 0. O

2.2.4 Integralski izreki

Trditev 2.15. Naj bo U C & odprta mnozica ter f: U — R zvezno skalarno
polje. Ce za vsako podmnozico N C U velja

/Nfdv—O,

potem je f(x) =0 za vsak x € U.

Dokaz. Recimo, da obstaja 2o € U, da je f(zo) > 0. Ce je f(zo) < 0,
potem gledamo polje —f. Ker je f zvezno, obstaja okolica N C U tocke x
z volumnom v(N) > 0, tako da je f(z) > 0 za vsak x € N. Po izreku o
povprecni vrednosti iz analize obstaja tocka & € N, da je

/N fdv = o) £(€) > 0,

kar nasprotuje predpostavki iz izreka, torej take tocke xy € U ni. O

Definicija 2.16. e Obmocje B C & je regularno, ¢e je njegov rob 0B
sestavljen iz konc¢nega stevila orientabilnih ploskev.

e Najbo B C & regularno obmocje. Tocka na 0B je regularna, ¢e obstaja
enotska normala na 0B v tej tocki, sicer je neregularna.
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Ploskev je ze po definiciji regularna parametrizacija iz neke podmnozice
v R? z neprazno notranjostjo, ki slika v &. Da je regularna pomeni, da
obstaja odvod te parametrizacije na celotni domeni in rang odvoda je 2.
Ekvivalentno, obstaja normala na ploskev v vsaki tocki ploskve. Neregularne
tocke na robu 0B se lahko pojavijo tam, kjer se stikata dve ali ve¢ ploskev, pa
prehod med ploskvama ni gladek. Mnozica vseh neregularnih tock na robu
regularnega obmocja ima ploscinsko mero oz. plos¢ino enako 0.

Izrek 2.17 (Divergencni izrek). Naj bo B reqularno obmocje v & in n vek-
torsko polje zunanje enotske normale, definirano na mnoZici vseh reqularnih

tock robu OB. Naj bodo ¢: B — R, u: B — V ter S: B — Z(V) wezna
polja, odvedljiva v notranjosti obmocja B. Potem velja

onda = / grade dv,
OB B

/ (u,n) da:/divudv,
OB B
/ Snda:/diVde.
OB B

Dokaz. Druga enakost je splosno znan Gaussov izrek iz vektorske analize,
zato ga tukaj ne bomo dokazovali. Naj bo w poljubno konstantno vektorsko
polje. Potem je

<w,/% ¢nda> = /Mww,n) da = /Bdiv(mu) dv
= /(w,grad¢> dv = <w,/gradgbdv>,
B B

s ¢imer smo dokazali prvo enakost. Pri tem smo uporabili Gaussov izrek,
tretjo enakost iz trditve (2.14) ter upostevali, da je divw = 0.
Zopet naj bo w poljubno konstantno vektorsko polje. Potem je

<w,/(993 Snda> :/83<w,Sn> da:/%(STw,n> da:/ﬂdiv(STw) dv
= /B(w,divS> dv = <'w,/Bdidev>,

kjer smo zopet uporabili Gaussov izrek in definicijo divergence (2.8). S tem
smo dokazali Se tretjo enakost. O]
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2.3 Krivuljne koordinate

2.3.1 Koordinatni sistem

Definicija 2.18. Naj bo U C & odprta mnozica. Koordinatni sistem na U
je bijektivna preslikava ¢: U — V razreda C" (obicajno je r vsaj 2), kjer je
V odprta mnozica v R3, inverz ¢~! pa je prav tako razreda C".

Naj bo x € U in
U xes (b 2? 2?) = ().
(', 22, 23) so (krivuljne) koordinate tocke x. Za i € {1,2,3} se funkcija
P U — R, Vi(z) = 2
imenuje i-ta koordinatna funkcija koordinatnega sistema ).

Naj bodo (z', 2% 23) koordinate tocke z € U. Z j, oznac¢imo i-ti vektor
iz standardne baze za R3,

j1:(17070)7 j2:(07170)7 .73:<07071)
Za pozitivno realno stevilo ¢ je slika preslikave
vit (=g ) = W, yt) =N ((2h 2 2) + 17,),  i=1,2,3, (29)

i-ta koordinatna krivulja v U, ki gre pri ¢t = 0 skozi tocko x. V tocki x lahko
definiramo kovariantne vektorje
d ot
g.(x) = Zv0)| =0 ==

t=

i=1,23 (2.10)

(1,22,2%)
in kontravariantne vektorje
g'(z) = V' (), i=1,2,3.
Trditev 2.19. Mnozica {g;(x)}; tvori bazo za translacijski prostor V.
Dokaz. Naj bo w € ¥ poljuben in definirajmo krivuljo skozi = s predpisom
v: (—g,e) = U, v(t) = x + tu.
Velja

u = —v(t)) in () =y (YH(x + tu), P (x + tu), P (z + tu)),
d

. d .
— (x4t = — iz +t ().
g )] = g @] gi(o)

_ oy
- Oxt
Z drugimi besedami, {g,(z)}; razpenja prostor ¥ O]
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Kovariantni in kontravariantni vektorji so definirani v vsaki tocki mnozice
U, torej gre v bistvu za vektorska polja. V vsaki tocki z € U se baza {g,(z)}:
prostora ¥ imenuje kovariantna baza. Mnozica {g'(x)}; je prav tako baza za
¥, imenovana kontravariantna baza, in je dualna bazi {g,(z)}:. Res, iz zveze

zt = Zbi(@b_l(zlv xQ’ xS))

dobimo po veriznem pravilu

i_axi_ ia¢_1_ i

Skalarna polja

9i; = (9i,9;) n g =(g"g")
imenujemo koeficienti metricnega tenzorja. 1z zadnjih treh zvez hitro vidimo,
da velja

gikgkj = 5ij7 Qi = gikgkzu g; = gikgk~

2.3.2 Koordinatna transformacija

Naj bosta 1 in ¢ oz. (2%) in (z°) koordinatna sistema za U C & s kovari-
antima bazama {g;(x)}; oz. {g;(z)}; in kontravariantnima bazama {g*(z)};
oz. {g'(z)};. Koordinatna transformacija je podana s preslikavami

k 1 .2

L2 %) «—  zF =72 22 2%).

=2'(T,7% T
Za kovariantne in kontravariantne vektorje velja

.0, ox*
=g =g, 2.12
9'=539" 9= 5% (2.12)

Prvo enakost dobimo kot gradient funkcije z* iz koordinatne transformacije,
drugo enakost pa dobimo s parcialnim odvajanjem enakosti

Pt 2t 2) = oL E (e 0% 2Y), 2 (et 0%, 2Y), B (o) 0%, 1),

Cejeu: U — ¥ vektorsko polje, potem ga lahko zapisemo v komponentni
obliki glede na eno od baz prostora 7

u (2 K3

I

g

Q

I
s
<

i_a |

.

(2.13)

|
gw
QI

Il
I
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Pri tem so komponente u;, ', ... skalarna polja. Prav tako lahko tenzorsko
polje S: U — Z(¥) zapisemo v komponentni obliki glede na eno od baz
prostora .Z(¥):

S:S”gl@)gJ:SZJgZ@g]

=5,;8'0g =559,0¢. (2.14)

Tudi tu so 5;;, Sij, ... skalarna polja. Posamezne komponente vektorskih in
tenzoskih polj dobimo s pomo¢jo zveze (2.11) iz (2.13) in (2.14):

Si =1(9:,8g;), S, =1(g'.8g,) (2.16)

S pomocjo (2.12) dobimo naslednje zveze med posameznimi komponentami:

0P ,  or
Bt T gy
3 Oz dz! gi ozt oz,
Y oxt i L

Ce je u = ug" poljubno vektorsko polje, je
(9’ @ g,)u=(9'®g)ug" = ud'g' = wg" = u,

torej je g'® g, = 1, identi¢na linearna preslikava, in to v vsaki tocki mnozice
U. Seveda velja tudi g; ® g* = 1.

2.3.3 Gradient in kovariantni odvod

Do konca tega razdelka naj velja, da so vsa obravnavan tenzorska polja ra-
zreda C' ali C?, kar bo razvidno samo po sebi.

Naj bo 1 oz. (2%) koordinatni sistem na U C & z bazama {g,}; in {g'}:.
Ker so gradienti tenzorskih polj tudi tenzorska polja, jih lahko zapisemo v
komponentni obliki.

Naj bo f: U — # tenzorsko polje. Ce je 7; i-ta koordinatna krivulja, ki
gre pri t = 0 skozi tocko z, potem iz (2.10) dobimo

d

SPOu)| = VE@)I0) = VE(@)(g,(x),

po drugi strani pa imamo po (2.9)

d

%f(%(t»

d 11 02 03 . Ofoy™)
= SFTEN R )| =

t=0 oxt (z1,22,23) '

t=0
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Po dogovoru bomo namesto f ot ~! pisali kar f. Ce izenac¢imo oba rezultata,
dobimo
of

(et 2%) = Vf(2)(g,(x). (2.17)

V primeru, ko je f skalarno polje, iz enacbe (2.15) in iz pravkar izpeljane
enacbe dobimo (Vf); = (Vf,g,) = 0f/0z", torej je

_of
“or

Vf (2.18)

Preden nadaljujemo z gradienti vektorskih polj, vpeljimo najprej stan-
dardne oznake za gradiente kovariantnih in kontravariantnih vektorskih polj:

Vg, =Ti=Tg;,0g", Vg =T'=TIgcwg" (2.19)

Tu sta Ty, T'": U — Z(7) tenzorski polji drugega reda, komponente Fijk in
r Zk pa se imenujejo Christoffelovi simboli in ne gre za komponente kakega

tenzorja tretjega reda. Ce v enacbi (2.17) za f vstavimo vektorsko polje g,
oz. g' in upostevamo (2.16) in (2.19), dobimo

ri = <gﬂ'7 gg;> = —<gi, g%i} = <gj, gg;>. (2.20)

Pri tem je drugi izraz za Fijk dobljen iz prvega s parcialnim odvajanjem

enakosti (g', g;) = 6°; po spremenljivki z*.

Ce po pravilu (2.14), izra¢unamo gradient izraza (g'.9,), ki je 0, in
upostevamo, da velja® (u ® v)T = v ® u za poljubna vektorja u in v ter
da je transponiranje linearna operacija, potem dobimo zvezo

r=—T%. (2.21)

Nadalje, ker je T = V(V4?) in je drugi gradient simetri¢ni tenzor?, veljata
Se naslednji zvezi: A
ij: ija Fjlk:Fij'

Ker je zaradi teh zvez mozno prehajati iz ene vrste simbolov v drugo vrsto,
so v uporabi zgolj simboli I,7,, imenovani Christoffelovi simboli druge vrste.

Naj bo sedaj u: U — ¥ vektorsko polje, v komponentni obliki zapisano
kot

u=ug; = upg".

Hu® v)a, b) = (v, a><u, b) = (a, (v @ u)b)
HV(Vy)T = V(YY) [3, str. 271]
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Njegov gradient zavzema vrednosti v prostoru £ (¥"), zato ga lahko zapisemo
v komponentni obliki .
Vu=1,g,®4g". (2.22)

Pois¢imo izraz za komponente u’ & Z upostevanjem (2.16) in (2.17) dobimo
j ;. Ou ; d(v'g,)
Wy = < 8xk> <gj’ oxk >
ou ,0g;
= (9" 59t o)
ou?
= W +u F (2.23)

Pri tem smo na zadnjem koraku upostevali relacijo (2.20). Dobljena enakost
(2.23) za v’ & Je t. 1. kovariantni odvod komponentne w po spremenljivki x*

Ce zapisemo '
Vu =u;, g’ ® g, (2.24)
in ponovimo prejsnji postopek, kjer dodatno uporabimo relacijo (2.21), do-
bimo

ou; i
Wi = 5 — il (2.25)
Primer 2.20. Ce v izrazu u = u;g’ vstavimo za u; = 0f/0x7, kar so

komponente od Vf v izrazu (2.18), ter vstavimo v (2.25), rezultat pa nato
v (2.24), dobimo

f Of LiNio ok
VIV = <8xj8xk a %Fj k)g ©g
Naj bo S: U — Z(¥). Potem je VS: U — Z(¥,Z(¥)) in ga v kom-
ponentni obliki lahko razpisemo glede na bazo prostora Z (¥, Z (7)) kot

VS=5Y9,2g®g"

Iz (2.17) dobimo
oS
ozk

Ce na dobljeni enakosti uporabimo (2.16), dobimo

Sij <g‘7gskg'> <gi7a(SlTag;]f§>Qr)gj>

= (VS)(g;) = (57,9, ®9,®9")g, = 57 9, ® g,

) lr 8 0 )
_ N e r Ir g, 7
_< (8xkgl®gr+s 8k® +59® 8xk>g>
aSZ r
= ST+ ST,

Preostale komponente za VS dobimo na enak nacin.
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2.3.4 Divergenca
Sled tenzorja S € .Z(7') s komponentno obliko (2.14) je°

trS = Szz = gijSij.
Ce je u vektorsko polje, potem iz (2.22) in (2.24) dobimo
divu = tr(Vu) = u’; = g7u, ;. (2.26)

Pois¢imo Se izraz za divergenco tenzorskega polja S: U — Z(¥). Iz
(2.26) dobimo za poljubno vektorsko polje u = u,g"

div(S"u) = div(SYg; ® g;ug®) = div(STug;) = (S7u;), ;.

Bralec se lahko sam preprica, da tudi za kovariantni odvod produkta velja
podobno pravilo, kot ga poznamo za obicaji odvod, zato imamo

(SYu),; = SY jui 4+ S9u; ;= SV (g, u) + tr(ST V).
Dobili smo enakost
div(STu) = Sij’j(gi, u) + tr(STVu). (2.27)

Ce je u konstantno vektorsko polje, potem je Vu = 0 in v enaébi (2.27) s
pomocjo definicije 2.13 prepoznamo izraz za divS, ki je

divs = 57 g,.

Ce dobljeni izraz vstavimo nazaj v enacbo (2.27) in zamenjamo S z ST,
dobimo naslednjo trditev.

Trditev 2.21. Za poljubno tenzorsko polje S € CY (U, Z(¥)) in poljubno
vektorsko polje u € CH(U, V) velja

div(Su) = (u,divS”) + tr(SVu).

otrS = S%tr(g; ® g7) = 5%;(g;,97) = S'; [3, str. 249

20



Poglavje 3

Materialno telo

3.1 Konfiguracije in gibanje telesa

Naj bosta & in & Evklidska tockovna prostora, ki imata sicer enake lastno-
sti, vendar ju bomo kljub temu razlikovali. Prostor & bo sluzil doloc¢itvi
materialnega telesa: z mnozico tock izbranega regularnega obmocja B C &x
je doloceno materialno telo ali kontinuum. Mnozici B bomo rekli referencéna
ali sklicna konfiguracija materialnega telesa. Privzeli bomo, da je B zaprta.
Prostor & pa bo sluzil opisu dejanskega polozaja materialnega telesa v pro-
storu.

Tocke prostora &g, njihove koordinate ter njihove krajevne vektorje bomo
oznacevali z velikimi simboli: X, (X, X5, X3), X, in jih bomo imenovali
materialne tocke oz. koordinate oz. vektorji. Tocke prostora &, njihove ko-
ordinate ter njihove krajevne vektorje bomo, kot doslej, oznacevali z malimi
simboli: z, (21, %2, r3), @, in jih bomo imenovali prostorske tocke oz. koordi-
nate oz. vektorsi.

Definicija 3.1. Konfiguracija (materialnega) telesa je zvezna in injektivna

preslikava
K:B— &, k: X =2 =kr(X).

Tudi sliki preslikave &, tj. k(B), re¢emo konfiguracija telesa.

S konfiguracijo torej dolocamo polozaj telesa v prostoru &. Ker je B
kompaktna mnozica, je tudi inverz x': kK(B) — B konfiguracije r zvezna
preslikava.

Naj bo I = [t1,ts] C R ¢asovni interval.

Definicija 3.2. Gibanje (materialnega) telesa je zvezna preslikava

X:BxI—&, X: (X t) =2 (3.1)
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z lastnostjo, da je za vsak ¢t € I preslikava
Xt:B— &, xi(r) = x(X, 1)

konfiguracija. Preslikava x; in mnozica B, := x;(B) se imenujeta trenutna
konfiguracija telesa ob casu t.

Slika 3.1: Prikaz referenc¢ne konfiguracije telesa B C &g na levi strani in
dveh trenutnih konfiguracij B,, ter B,, v prostoru & ob casih t1,t, € I na
desni strani. Za tocko X € B je prikazan njen krajevni vektor X = io(X)
glede na opazovalisce ip za &g. Polozaj te materialne tocke v trenutnih
konfiguracijah je oznaCen s prostorskima tockama z; = x(X,t;) € By, in
xe = X (X, t3) € By, ki imata svoj krajevni vektor @1 = 1,(x1) 0z. T2 = 1,(x2)
glede na opazovalisce ¢, za &.

V skladu z dogovorom 2.10 bomo s krepkimi simboli x, X4, . . . oznacevali
vektorska polja x =1, 0 X, X; = o O X, - - -, Kjer je ¢, opazovalisce za &.

Na gibanje lahko gledamo tudi kot na enoparametri¢no druzino konfigu-
racij {x:; t € I}, kjer je preslikava t — x; (enakomerno) zvezna, tj. za vsak
e > 0 obstaja § > 0, tako da za vsaka t1,ty € I, za katera je |ty — t1| < 0,
velja sup xep [ X, (X) — x¢, (X)|| < . Pri tem je || - || norma prostora 7.

Z oznako ) bomo oznacili mnozico

Q={(z,t); xexu(B), tel} C&xI.
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Gibanje (3.1) ni injektivna preslikaval, zato nima inverza. Kljub temu na
smiselen nacin definiramo inverzno gibanje

X' Q— B, Xt (x,t) = X = Xt_l(x).

S x~! smo torej oznadcili inverz preslikave (X, t) — (z,t) = (x(X,t),t), ki pa
je injektivna. Dodatno bomo do nadaljnjega predpostavili, da sta gibanje in
iverzno gibanje razreda C?.

Tenzorsko polje

F:BxI—2Z), F(X,t) = Gradx(X,t) = Gradx,(X)
se imenuje deformacijski gradient gibanja. Po izreku o inverzni funkciji velja
F!(z,t) = gradx; () = gradx ' (x,1).

Za F lahko uprabimo polarni razcep (izrek 2.11), F = RU = VR. Ten-
zorja U in V v tem razcepu se imenujeta desni oz. levi razteznostni tenzor,
R pa je rotacijski tenzor. Tenzorja

C=U?=FTF, B =V?=FFT

se imenujeta desni oz. levi Cauchy-Greenov deformacijski tenzor.
Determinanti deformacijskega gradienta rec¢emo jacobijan in jo oznacimo

J =detF.

Ker so konfiguracije x; injektivne oz. bijektivne na svojo sliko, mora biti
J # 0 povsod na B x [. Zaradi zveznosti tenzorskega polja F mora biti
potem skalarno polje detF, ki je potemtakem tudi zvezno, enakega pred-
znaka povsod na B x I. Obic¢ajno, ni pa nujno, je zacetna konfiguracija
ob zaCetnem casu t; Casovnega intervala [ taka, da za vse X € B velja
to(X) = to(x(X,t1)). Povedano drugace, krajevni vektorji tock iz referencne
konfiguracije (glede na opazovalisée ip za &r) so enaki krajevnim vektorjem
pripadajocih tock v zacetni konfiguraciji (glede na opazovalisce ¢, za &). V
tem primeru je F(-,¢;) = 1 in det F(-,¢;) = 1, zato je po prejsnjem premi-
sleku J = det F > 0 na celotnem obmocju B x I. V tem in Se naslednjem
poglavju bomo privzeli, da je J > 0.

1Zaradi zveznosti preslikave y obstajata razli¢na casa t,t’ € I, ki sta dovolj blizu skupaj,
tako da imata mnozici x(B,t) in x(B,t’) neprazen presek, torej obstaja tocka z iz tega
preseka in tocki X1, Xo € B, da je x(X1,t) = x = x(X2,t'), vendar pa (X1,t) # (Xa,t),
ker je vsaj t # t'.
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Hitrost v in pospesek a gibanja x sta vektorski polji

v:BxI Y w(X,0) = %—):(X,t), (3.2)
0*x
a:BxI =YV a(X,t):w(X,t) (33)

Alternativna oznaka za v je tudi x, za a pa .

3.2 Materialni in prostorski opis

Vsakemu tenzorskemu polju f: B x I — # pripada glede na gibanje (3.1)
enakovreden predpis

f:Q—)W, f(xvt) = f(X71<‘T?t)7t):f<X7t)

Tenzorsko polje f se imenuje prostorski opis tenzorskega polja f.
Na enak nacin pripada vsakemu tenzorskemu polju f: Q2 — # glede na
gibanje (3.1) enakovreden predpis

~

F:BxI W, FX, 1) = F(x(X,1),0) = f(x,t). (3.4)

f imenujemo materialni opis tenzorskega polja f.

Pogosto bomo stresico ali ¢rtico v oznakah za materialni ali prostorski opis
opustili, ¢e to ne bo pustilo dvomov o tem, na kateri domeni je definirano
polje. Pri integraciji bo ze iz integracijske domene razvidno, za kateri opis
gre. Ce poleg polja pisemo Se argumente, potem mali 2 v argumentu nakazuje
na prostorski, veliki X pa na materialni opis. Pri gradientu in divergenci
se dvomom izognemo z uporabo razlicnih notacij za ta dva diferencialna
operatorja. V materialnem opisu pisemo oznaki za gradient in divergenco z
veliko zacetnico,

Gradf := V}', Divf = div}’,

v prostorskem opisu pa z malo,
gradf = VF, divf := divf.
Ce je f vektorsko polje, potem je
Divf = tr(Grad}') in  divf = tr(gradf).
Ce je ¢ skalarno, u pa vektorsko polje, potem je zveza med gradientoma

Grad¢ = FTgrade, Gradu = (gradu)F. (3.5)
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Res, ¢e je w poljubno vektorsko polje, dobimo iz (3.4) z uporabo veriznega
pravila

(Gradg, w) = (grade, (Gradx)w) = (grade, Fw) = (F'gradg, w),
(Gradu)w = (gradu)(Grady)w = (gradu)Fw.

Definicija 3.3. Casovni odvod tenzorskega polja f: B x I — # oznacimo
z f ali df /dt in ga imenujemo materialni ¢asovni odvod;
- df of
X, t) = —(X,t) = =(X,1).
Fon =0 = S
Iz (3.4) dobimo z uporabo veriznega pravila $e materialni ¢asovni odvod
za prostorski opis:
df of

f= oot (grad f)(v), (3.6)

kjer je v hitrost gibanja (3.2), df /0t pa casovni dvod polja f(z,t) (odvod
preslikave f(-,t): I — &). Kadar poleg tenzorskega polja ne bomo pisali
argumentov, bo oznaka 0f /0t vedno pomenila ¢asovni odvod prostorskega
opisa.

Primer 3.4. Hitrost in pospesek sta prvi in drugi materialni ¢asovni odvod
gibanja ¢(X,t) = x(X,t), v = &, a = &. Pospesek je materialni ¢asovni
odvod hitrosti in se v prostorskem opisu izraza kot

a=1v= (2—:; + (gradv)wv. (3.7)

Tenzorsko polje L = gradv se imenuje hitrostni gradient. Ce je gibanje y
razreda C2, potem je

iGradx = Gradd—x oziroma F = Gradwv,

dt dt

iz ¢esar z uporabo zveze (3.5) dobimo

L := gradv = FF~.. (3.8)
3.3 Povrsinski in prostorninski element

Naj bo e pozitivno realno stevilo in naj bo C': (—¢,¢) — B preslikava razreda
C!. Slika preslikave C' je krivulja znotraj ali pa na robu materialnega telesa

25



B. Dolzinski element v tocki C(0) = X € B glede na parametrizacijo C' je
infinitezimalni tangentni vektor

d /
dX = @C(a) azodoc = C'(0) da.
Glede na trenutno konfiguracijo x;: B — B; ob ¢asu t pripada preslikavi C

preslikava
c: (—e,e) = By, cla) = x+(C(a)).

Dolzinski element v tocki ¢(0) = = € B, glede na parametrizacijo ¢ je infini-
tezimalni tangentni vektor
d d ,
dx = %c(a) da = —x,(C(a))|  da=F(X,t)C'(0)da

a=0 do a=0

= F(X,t)dX.

Naj bosta dX; in dX, dolzinska elementa v isti tocki X € B, vendar
glede na razlicni parametrizaciji Cy(a;) in Cy(as). Pripadajoca dolzinska
elementa v tocki x € B, iz trenutne konfiguracije naj bosta dx; = FdX;
in des = FdX,. Oznac¢imo parametrizaciji ¢; = x; o C7 in ¢g = x; o Cs.
Infinitezimalna vektorja

dS:dX1XdX2 in ds:dmlxdazQ

se imenujeta (materialni) povrsinski element v referenéni oz. trenutni konfi-
guraciji. Za poljuben vektor w € 7 velja

(w,ds) = (w,dx; X dxs) = (w,FdX; x FdX5,)
= (F(F'w),FdX, x FdX,) = (det F)(F 'w,dX; x dX5)
= (w, JF T (dX, x dX5)),
od koder sledi enakost
ds = JF~1dS. (3.9)

Pri tem smo upostevali, da je mesani produkt (-, - X -) alternirajoca 3-linearna
forma. Enakost (3.9) lahko zapisemo tudi kot

nda = JF TN dA, (3.10)
pri Cemer sta
N CHOxCy0)  €f(0) x &(0)
IC1(0) x C50)] 1€1(0) x e (0)]



enotski normali in
dA = ||C(0) x CL(0)|| day day  ter da = ||€;(0) x €5(0)]| davy day

ploscinska elementa.

Ce je r = r(u,v) regularna parametrizacija neke ploskve v By, ki je lahko
tudi del robu 9B, potem lahko dolzinska elementa dx;, dxs, ki nastopata v
povrsinskem elementu ds = dax; X dx,, razumemo kot infinitezimalna tan-
gentna vektorja

dCCl = 8_7' du, dCUQ = a—rdv

ou ov
Podobno velja za parametrizacijo pripadajoce ploskve v B. Ker lahko in-
tegrale po ploskvah izrazimo s pomocjo parametrizacije ploskve, dobimo s
pomocjo enacbe (3.10) naslednji izrek.

Izrek 3.5. Naj bo 8 ploskev v B in 8 = x4(8) pripadajoca ploskev v trenutni
konfiguraciji B,. Ce je f: 8 — W integrabilno tenzorsko polje, potem velja

fn] da = / FIJFTN]dA,
S¢ 8
/ FIN]dA = | f[J 'F'n]da,
8 St

kjer izraz f[-] nadomestimo z ustreznim produktom polja f in vsebine [-].

Naj bodo sedaj, podobno kot prej, za j = 1,2,3 dX; dolzinski elementi
v isti tocki X € B, vendar glede na razlicne parametrizacije Cj(cy;). Pripa-
dajoci dolzinski elementi v tocki x € B, iz trenutne konfiguracije naj bodo
dr; = FdX ;. Infinitezimalna skalarja

dVZ’<dX1,dX2XdX3>‘ in dv:’<dw1,d$2><dw3>’

se imenujeta (materialni) prostorninski element v referen¢ni oz. trenutni kon-
figuraciji. Imamo

dv = |<FdX1,FdX2 XFdX3>| = |detF||<dﬂ31,d.’L'2 XdiL’3>| =JdV. (311)

Tudi integrale po prostornini lahko izrazimo s pomoc¢jo parametrizacije
(npr. s pomocjo koordinatnega sistema) in s pomocjo enakosti (3.11) dobimo
naslednji izrek.

Izrek 3.6. Naj bo P C B regularno obmocje z neprazno notranjostjo, naj bo
P = x(P) in naj bo f: P — W integrabilno tenzorsko polje. Potem velja

fdv:/deV in /de: fJ ' dv.
Py P P Py
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3.4 Transportni izrek

V tem razdelku bomo podali transportni izrek, katerega vsebina je enacba
za C¢asovni odvod integrala po obmocju trenutne konfiguracije materialnega
telesa. Se prej pa potrebujemo formulo za materialni ¢asovni odvod deter-
minante deformacijskega gradienta.

Naj bo # vektorski prostor nad obsegom R dimenzije n € N. Najprej
pois¢imo odvod za determinanto det: Z(#) — R. Naj bo w: #™ — R
netrivialna alternirajoca n-linearna forma in naj bo A € Z(#') linearna
preslikava. Spomnimo, determinanta in sled linearne preslikave A sta defini-
rani kot?

w(Aug,...,Au,) = (det A) w(ug, ..., u,),

n

Zw(ul, o Aug L uy) = (A w(ug, . uy)

J=1

in definicija je neodvisna od izbire netrivialne forme w.
Naj bo S € Z(#') Se ena linearna preslikava in € > 0. Potem je

det(A +eS)w(uy, ..., u,) =w((A+eS)uy,...,(A+eS)u,)

=w(Auy,...,Au,) + Zew(Aul, o Suy, . Auy) 4 o(e)
j=1
= (det A)w(uy, ..., up) + €Y w(Auy,..., AA'Su;, ..., Au,) + o(c)
j=1

= (det A) (w(ul, CeUp) SZw(ul, o, ATSuy, ,un)) + o(e)
j=1

= (det A)(1 +etr(A7'S)) wluy, ..., u,) + o(e).

Pri tem smo c¢lene, kjer nastopajo potence stevila €, visje od 1, spravili v
izraz o(¢). Od tu lahko sedaj izra¢unamo smerni odvod

d d
I det(A + €S) i wy, ..., u,) = s [det(A +eS)w(uy, ... ,un)} L

= (det A)tr(A7'S) w(ui, ..., u,) = {(det A)A™" S)w(uy, ..., u,).

Pri tem smo na zdanjem koraku uporabili definicijo skalarnega produkta na
prostoru .Z(#). Determinanta je odvedljiva preslikava, zato je krepki odvod
enak pravkar izracunanemu smernemu odvodu, torej imamo

Ddet(A)(S) = ((det A)A™TS) oz. Ddet(A) = (det A)A™T. (3.12)

2Glej podrazdelek 2.2.2.
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Sedaj imamo pripravljeno vse, da izracunamo materialni ¢asovni odvod
jacobijana:

J = (detF) = Ddet(F)(F) = (JF T F)
= Jtr(FF1) = Jtr(gradv) = Jdivo. (3.13)

Pri tem smo uporabili verizno pravilo, malo prej izpeljano pravilo za odvod
determinante (kjer vzamemo # = V), definicijo skalarnega produkta na
prostoru .Z(¥') ter zvezo (3.8).

Izrek 3.7 (Transportni izrek). Naj bo P C B reqularno obmocje znotraj
referencne konfiguracije in naj P, = x(P,t) C B, oznacuje njegovo trenutno
konfiguracijo ob ¢asut. Najbo f: P x I — W razreda C* na zaprtju P x I.
Potem wvelja

d

= of dv + f{v,n)da.

P, ot 0P,

fdv—/fp(fjtfdivv)dv:

Ne pozabimo, da pri tem 0f/0t pomeni ¢asovni (parcialni) odvod pro-
storskega opisa polja f.

Dokaz. 7 uporabo izreka 3.6 in enacbe (3.13) pridemo do

4 fdv——/fJV / (fJ)dV:/?(fJJrfj)dV:

= /(f + fdive)J dV = / (f + fdivo) dv
P Py
s Cimer je dokazan prvi del enacbe iz izreka. Pri tem smo na drugem ko-
raku smeli zamenjati vrstni red odvajanja in integriranja, ker se referencna
konfiguracija s ¢asom ne spreminja.

Preostalo enakost bomo dokazali za primer, ko je f skalarno ali vektorsko
polje, za katero lahko uporabimo tretjo oz. ¢etrto enacbo iz trditve 2.14. Izrek
sicer velja tudi za sploSna tenzorska polja, le dokaz je bolj zapleten.

Z uporabo enacbe (3.6), trditve 2.143, in divergen¢nega izreka 2.17 pri-
demo do

/Tt(f + fdive) dv = /Tt (%—{ + (grad f)(v) + fdivv) dv

—/ (%erw(f / rRRe AL n) da

Pri tem oznaka f[v] pomeni fov, ¢e je f = f skalarno polje, oz. f ® v, ¢e je
f vektorsko polje. O
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3.5 Zakon o ohranitvi mase

Masa poljubne podmnozice P C B je definirana kot vrednost integrala

M(P) = / prdV,

kjer je pr: B — (0, 00) integrabilno skalarno polje, imenovano masna gostota
referencne konfiguracije. Za pr se obi¢ajno predpostavi se dodatne pogoje o
zveznosti ali odvedljivosti.

V mehaniki kontinuuma se predpostavi naslednji zakon.

Zakon o ohranitvi mase. Gibanju x(X,t) = x;(X) pripada integrabilno,
¢asovno odvisno skalarno polje p:  — (0,00), imenovano masna gostota
trenutne konfiguracije, tako da za vsako mnozico P C B velja

M(iP):/ pdv za vsak t € I.
xt(P)

Iz tega zakona z uporabo izreka 3.6 dobimo
/(pR—pJ)dV:O za vsak t € I,
P

in ker to velja za vsako mnozico P C B, dobimo po trditvi 2.15 naslednjo
relacijo za masni gostoti:

pr(X) = p(X,t)J(X, 1) zavse X € B, tel. (3.14)

Seveda potem velja pg = pJ tudi v prostorskem opisu na €.

Posledica 3.8. Za vsak P C B in vsako tenzorsko polje f: P x I — W, ki
je integrabilno na P pri vsakem t € I, velja

/ fordv = [ fpdo.
P xt(P)

Dokaz. Uporabimo relacijo (3.14) in izrek 3.6. O

Se ena takojsnja posledica zakona o ohranitvi mase je ta, da se masa
katerega koli dela delesa med gibanjem ne spreminja, torej velja

d

— p(xz,t)dv=0 =zavsakte I
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Ce je p razreda C', potem z uporabo transportnega izreka 3.7 dobimo
/ (p+ pdive) dv = 0,
xt(P)

in ker to velja za poljubno mnozico x;(P) C x(B), je po trditvi 2.15
p+ pdive = 0 (3.15)

na celotnem obmocju x(B) in za vsak t € I, torej na celotnem obmodju £2,
enako pa potem velja tudi v materialnem opisu na B x I. Enacba (3.15)
je znana pod imenom lokalna oblika zakona o ohranitvi mase. V krivuljnih
koordinatah (z%) za prostor & se enacba (3.15) glasi

dp  Op

EJF oxt

v - pvi’i =0,

pri Gemer smo uporabili materialni ¢asovni odvod (3.6) za p, v* pa so kom-
ponente vektorja hitrosti v = v'g,.

Izrek 3.9. Naj bo tenzorsko polje f: B x 1 — W razreda C' in naj bo masna
gostota p: Q — (0,00) prav tako razreda C*. Potem za vsak P C B wvelja

d .
—/ fpd"u:/ fpdv.
dt Jyu() ()

Dokaz. 1z transportnega izreka 3.7 dobimo
d ) .
y fodv= ((£p) + fpdive) dv
xt(P) xt(P)
— [ (o i+ Spdivoyo
xt(P)
— [ godos [ i+ piivo) ao
xt(P) x¢(P)

od koder sledi enakost iz izreka, ¢e upostevamo (3.15). O

Druga moznost za dokaz izreka je uporaba posledice 3.8 in izreka 3.6.
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Poglavje 4

Hamiltonov princip in
variacijske metode

4.1 Dopustno gibanje in variacija

V tem poglavju bomo s pomocjo t. i. Hamiltonovega principa poiskali po-
trebne pogoje, ki jim mora zadoscati pravo gibanje telesa. Se naprej naj B
oznacuje referenc¢no konfiguracijo telesa (zaprto regularno obmocje v &z) in
I = [t1,t5] C R zaprt casovni interval.

Recimo, da pravo gibanje iS¢emo med vsemi gibanji y: Bx I — & razreda
C?, ki zadoscajo v naprej predpisanim zacetnim in robnim pogojem.

1. Zacetni pogoj je predpis
X(X t) =xi,(X) In x(X,t2) =xt,(X), VX €B, (4.1)

kjer sta X, X, : B — & znani konfiguraciji razreda C?, ki dolocata
polozaj telesa ob zacetnem in koncnem casu t; oz. ts.

2. Robni pogoji so lahko treh vrst. Kinematicéni robni pogoj je predpis
X(X,t) =q(X,t) za (X,t)€0dBxI, (4.2)

kjer je g: OB x I — & poznana. Kinemati¢ni robni pogoj torej v naprej
doloca polozaj robnih tock telesa. Robni pogoj napetosti je predpis za
napetostni vektor, ki deluje na rob telesa. Ta pogoj bomo predstavili
v naslednjem razdelku. Ce je kinemati¢ni robni pogoj (4.2) podan le
na 01B x I, kjer je 1B C 9B, na 0,B x I pa je podan robni pogoj
napetosti, kjer je 9oB = 0B \ 0B, potem tak robni pogoj imenujemo
mesant robni pogoj.
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Mnozica X vseh preslikav y: B x I — & razreda C? tvori vektorski pro-
stor. X postane Banachov prostor, ¢e na njem smiselno definiramo normo.
Mozna izbira predpisa za normo je npr.

|12 X = [0,00), x|l = sup {Ix(X,8)]|; (X,t) € BxI}.

Pri tem je v skladu z dogovorom 2.10 x = ¢, o X, norma, ki se pojavi
znotraj mnozice, pa je Evklidska norma na prostoru #’. Dejansko lahko
supremum nadomestimo z maksimumom, ker je vsak y € X zvezna preslikava
na kompaktni domeni B x [.

Definicija 4.1. 1. Preslikava x € X, ki zadosc¢a predpisanim zacetnim
pogojem in kinemati¢nim robnim pogojem, se imenuje dopustno giba-
nje. Mnozico vseh dopustnih gibanj bomo oznacili z A.

2. Vektorsko polje : B x I — ¥, ki je razreda C? in ustreza pogojem
n(X,t1) =0 in n(X,t5) =0 zavse X € B ter

n(X,t) =0 zavse (X,t) € 1B x I,

se imenuje variacija gibanja. Mnozico vseh variacij gibanja bomo ozna-
cili s 7.

3. Za dopustno gibanje y, variacijo gibanja 7 in realno §tevilo € se gibanje!
X + €n imenuje bliznje gibanje gibanja .

Takoj je potrebno opozoriti, da kljub poimenovanju dopustno gibanje in
bliznje gibanje nista nujno gibanji, kot smo ju definirali v poglavju 3, ker
tukaj nismo ni¢ zahtevali, da morajo biti trenutne konfiguracije dopustnega
ali bliznjega gibanja bijektivne. Ta pogoj je avtomatsko izpolnjen, ce je
pripadajoca determinanta deformacijskega gradienta vseskozi razli¢na od 0.
V bistvu je to potreben in tudi zadosten pogoj, da so trenutne konfiguracije
dopustnega ali bliznjega gibanja res bijektivne za vsak t € 1.2 Ko bomo
iskali pravo gibanje, bo nenic¢elnost jacobijana eden od potrebnih pogojev.
V bistvu bomo predpostavili, da so konfiguracija y:, iz zatetnega pogoja
(4.1) ter opazovalisci za & in & izbrani tako, da je J(-,t1) > 0. Zato bo za
pravo gibanje potreben dodaten pogoj, da je jacobijan pozitiven na celotnem
definicijskem obmocju.

Ni se tezko prepricati, da je T vektorski podprostor prostora X, ¢e na
elemente iz X gledamo kot na vektorska polja glede na opazovalisce ¢, za &.

1V skladu z dogovorom na strani 6 je vsota tocke in vektorja tocka, zato preslikava
X + en pripada prostoru X.
2To velja za odvedljive preslikave, kar pa dopustna in bliznja gibanja po definiciji so.
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Prav tako zlahka ugotovimo, da za poljubni dopustni gibanji x; in y» velja
x2 — x1 € T. A je torej afini podprostor prostora X, saj je

A={xo+m;neT}=x0+7,

kjer je xo poljubno dopustno gibanje.

Definicija 4.2. Naj bo U mnozica, ki je dobljena kot presek neke odprte
mnozice v X in afinega podprostora A. Naj bo Y Banachov prostorin F': U —
Y odvedljiva preslikava. Smerni odvod

SF U Z(TY),  SF()m) = F(x+en)|

se imenuje tudi variacija preslikave F'.

Notacija 4.3. Naj bo preslikava F definirana kot v prejsnji definiciji. Ce F
gibanju y priredi neko njegovo fizikalno kolicino Y, F'(x) =Y, potem oznaka
Y* pomeni pripadajoco fizikalno koli¢ino bliznjega gibanja, Y* = F(x + en)
zanekan € Tin e € R, oznaka 0Y pa pomeni 0Y = §F(x)(n). V tej notaciji
velja

dy™ )
de
0Y pa imenujemo tudi variacija koli¢ine Y.

5Y:(

5:0’
Primeri 4.4. Poglejmo si nekaj posebnih primerov za preslikavo F' iz zadnje
definicije.

1. Ce F dopustnemu gibanju x priredi vektorsko polje hitrosti v, F (x) =
dx/dt = x = v, potem je

*

d .
v (x +en) =v+en,

T dt
variacija polja hitrosti pa je

ov=m.

2. Ce F dopustnemu gibanju y priredi polje deformacijskega gradienta F,
F(x) = Gradx = F, potem je

F* = Grad(x + en) = F + eGradn,

variacija pa je

OF = Gradn. (4.3)
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3. Ce F dopustnemu gibanju x priredi polje jacobijana J = det(Gradx),
potem je
J* = det(Grad(x +em)) = det(F~).

Pri racunanju variacije polja J se uporabi podobne prijeme, kot smo
jih uporabili pri ra¢unanju enakosti (3.13). Dobimo

§J = Ddet(F)(6F) = (JF~ T, Gradn)
= Jtr(F~'Gradn) = Jtr(gradn) = Jdivn.

Na predzadnjem koraku smo uporabili enakost (3.5).

4. Za masno gostoto pgr referencne konfiguracije se predpostavi, da je
znana. Ce je p polje masne gostote trenutne konfiguracije glede na
gibanje x, dobimo iz relacije (3.14)

. _Pr
[zracunajmo Se variacijo:
1 —1 pr Jdivny )
op=pro | = | =pr—=(0J) = —— = —pdivn. 4.4
P = PR <J> PR 75 (07) 77 pdivn (4.4)

4.2 Hamiltonov princip

Preden podamo Hamiltonov princip, ki nam bo povedal, kako poiskati pravo
gibanje telesa, moramo definirati Se nekaj fizikalnih koli¢in, ki nastopajo v
Hamiltonovem funkcionalu.

4.2.1 Kineti¢cna energija

Kineticna energija telesa glede na dopustno gibanje x je definirana kot

1 1
T:/—<v,v>deV:/ —(v,v)pdv
B 2 B, 2

in je funkcija casa t € [. Kineticna energija bliznjega gibanja x + en je
potemtakem

1 1
T*z/—(U*,v*>deV:/ —(v*,v")p* dv.
B 2 B, 2

Pri tem je B,* = x(B,t) + en(B,t). Variacijo kineticne energije je lazje
izracunati iz prvega izraza, saj lahko odvajanje prenesemo pod integralski
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znak, ker se integracijsko obmocje z € ne spreminja. Skalarni produkt pod
integralom odvajamo po pravilu za odvod produkta in na koncu dobimo

5T = /<5v,v)deV: /(h,v)deV.
B B

Zanimal nas bo Se integral kineti¢ne energije od casa t; do Casa to,

to t2 1
U:/ Tdt:/ /—(v,v}deth,
t1 t1 B 2

katerega variacija je
t2
0J :/ /(h,U>PR daVv dt. (4.5)
t1 B

Zapisemo jo lahko se nekoliko drugace, v obliki, ki bo v nadaljevanju za
nas bolj pomembna. V (4.5) smemo po Fubinijevem izreku zamenjati vrstni
red integriranja. Notranji integral, ki je sedaj integral po ¢asu, integriramo
per-partes:

to

to
- / (pra,m) dt.

t1 t1

/2<PRU,77> dt = (prv,n)

t1

Prvi izraz na desni strani je enak 0, saj je n(-,t1) = n(-,t2) = 0. Rezultat
vstavimo nazaj v (4.5) in dobimo

to to
09 = —/ /(pRa,n> dV dt = —/ / (pa,m) dvdt. (4.6)
t1 JB ti JBy

Pri tem druga enakost velja zaradi posledice 3.8.

4.2.2 Potencialna energija

Zunanje sile so prostorninske in povrsinske sile, ki delujejo na materialno
telo med gibanjem x in so posledica interakcije telesa z okoljem. Rezultanto
f(t) vseh zunanjih sil, ki delujejo na materialno telo ob ¢asu t € I, lahko
zapisemo kot vsoto

f(t) = fot) + £,(1),

fb<t)=/Bt bpdo = [ bpnav

telesna sila, ki deluje znotraj telesa, ter

ro- [ | tda = | tada (47)
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sticna sila, ki deluje na rob telesa. Vektorsko polje b je gostota prostorninske
sile, njegove vrednosti imajo fizikalno enoto pospeska, torej meter na kva-
dratno sekundo, ms—2. Primer takega vektorskega polja je npr. gravitacijski
pospesek. Predpostavili bomo, da je b konzervativno vektorsko polje, kar
pomeni, da obstaja C* skalarno polje ¢: & x I — R, da je

b(z,t) = —gradeg(z,t).
Vektorsko polje
t=t(x,t), (z,t)€{(x,t); x=x,(0B), tel}
se imenuje Cauchyjev napetostni vektor, polje
tr =tr(X,t), (X,t)€0BxI

pa Piola-Kirchhoffov napetostni vektor. Oba imata fizikalno enoto tlaka,
torej Newton na kvadratni meter, Nm~2. Primer napetostnega vektorja je

npr. atmosferski tlak. Iz enac¢be (4.7) vidimo, da mora veljati zveza
tda =trdA. (4.8)

Tudi za napetostni vektor bomo predpostavili, da je konzervativno vektorsko
polje, v smislu, da obstaja v casu zvezno odvedljiv, v prostoru pa odsekoma
zvezno odvedljiv® skalarni potencial v/: & — R, da velja

tr(z,t) = —grady(z,t) za (x,t) € {(x,t); v =x:(0B), t €I},

kjer je tr(x,t) = tr(x(X,t),t) prostorski opis polja tx.

Za polje b bomo predpostavili, da je znano. Ce imamo podan predpis za
polje tr na obmocju 0B x I, potem je ta predpis robni pogoj napetosti. Pri
mesanih robnih pogojih poznamo predpis za polje tg na obmocju 0B, x I, na
obmocju 0B x I pa je podan predpis x = ¢q. Na kinemati¢ne robne pogoje in
robne pogoje napetosti lahko gledamo kot na poseben primer mesanih robnih
pogojev; v prvem primeru je 3B = (), v drugem pa 0;B = 0.

Izraz
W:/gprdV+/ YdA
B 5B

predstavlja del potencialne energije telesa, ki izvira iz potencialov zunanjih
sil. Preostali del potencialne energije tvori notranja ali deformacijska ener-
g1ja, ki jo bomo oznacili z U, in je odvisna od materiala. Celotna potencialna

3Namesto gradienta imamo v tem primeru smerni odvod, definiran le v smereh iz
tangentne ravnine na ploskev 0B;; vseeno bomo uporabljali oznako za gradient.
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energija je torej W + U. V razdelku 4.4 si bomo ogledali primera elasti¢nih
tekoc¢in in hiperelasticnih trdnih teles in takrat bomo tudi podali izraz za
notranjo energijo za ta dva primera.

Skalarni polji ¢ in ¢ sta na prostoru & x I definirani neodvisno od gibanja.
Seveda to ne velja za njun materialni opis, od gibanja y sta odvisni preko
ZVezZ

S(X,t) = (X(X,1),t) in (X, 1) = (x(X,1),1)
za (X,t) € B x I. Ce imamo namesto gibanja y njegovo bliznje gibanje
X + €n, potem je
01X, 1) = 6 (X(X, 1) +em(X,1),1) in (X, 1) = v (x(X, 1) +en(X,1),1).

Ce ta dva izraza odvajamo po €, nato pa postavimo ¢ = 0, dobimo variaciji

0¢ = (gradog,m) = —(b,n), 0 = (gradyp,m) = —(tg,m).

Variacijo izraza W imamo sedaj na dlani:

W =~ [ by av - /Mumm 1A = —/Bt<pb,n> dv— [ ttmda

82By
(4.9)
Tu smo z 0B, oznacili x;(02B) in uporabili zvezo (4.8). Variacija 0W je
sicer splosno znana pod imenom wvirtualno delo zunanjih sil. Kot bomo videli
v nadaljevanju, ni potrebno, da poznamo skalarna potenciala ¢ in 1, ker
nas bo zanimalo le virtualno delo. Pomembno je le, da predpostavimo njun
obstoj.

4.2.3 Hamiltonov funkcional in Hamiltonov princip

Definicija 4.5. Funkcional, ki gibanju x € D s kineti¢no energijo T in
potencialno energijo U + W priredi realno stevilo

to
H:/ (T—U — W),
t1

se imenuje Hamiltonov funkcional.

Definicija 4.6. Naj bo D C A mnorzica, dobljena kot presek afinega pod-
prostora A in neke odprte mnozice v prostoru X. Funkcional F': D — R ima
lokalni minimum pri dopustnem gibanju xo € D, ¢e obstaja € > 0, da za
vsak x € D, za katerega je ||x — xoll < &, velja F(xo) < F(x).
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Hamiltonov princip. Za pravo gibanje telesa velja, da je njegov jacobijan
pozitiven na celotnem definicijskem obmoc¢ju, Hamiltonov funkcional pa pri
pravem gibanju zavzame lokalni minimum.

Hamiltonov princip zajema nacelo minimalnega odpora. Telo se bo gibalo
tako, da bo na poti razlika med kineti¢no in potencialno energijo ¢im manjsa.
Omenimo Se, da zaradi zveznosti operatorja, ki dopustnemu gibanju priredi
njegov jacobijan, obstaja okolica pravega gibanja, kjer je jacobijan vsakega
gibanja iz te okolice Se prav tako pozitiven.

Trditev 4.7. Naj bo D C A mnoZica, dobljena kot presek afinega podprostora
A in neke odprte mnoZice v prostoru X. Ce funkcional F': D — R zavzame
lokalni minimum pri dopustnem gibanju x € D, potem velja

SF(x)(m) =0 zawvsakmneT.

Dokaz. Recimo, da F' zavzame lokalni minimum pri y € D in naj bon € T
poljubna. Definirajmo funkcijo ¢: R — R s predpisom

p(e) = F(x +en).

¢ ima lokalni minimum pri e = 0, zato velja ¢'(0) = 0. Po drugi strani pa je

P0) = SF(x+em)|_ = 5F()(m).

]

Posledica 4.8. Potreben pogoj, ki mu mora pravo gibanje zadoscati, je po-
zitivnost jacobijana na celotnem definicijskem obmocju ter

to
6H:/ (6T — 8U — W) dt = 0.
t1

Ce poznamo izraz za notranjo energijo in njeno variacijo, potem iz po-
sledice dobimo integralsko enac¢bo. Izraz za variacijo kineti¢ne energije in
virtualno delo smo namrec ze izpeljali. Iz integralske enache se da dobiti
sistem lokalnih diferencialnih enacb za tenzorska polja. Med resitvami tega
sistema je tudi samo gibanje telesa. Da pa dobimo lokalne enacbe, potrebu-
jemo nekaj izrekov, ki so podani v naslednjem razdelku.
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4.3 Osnovne leme variacijskega racuna

Skozi ta razdelek naj oznaka # predstavlja konénorazsezen vektorski pro-
stor nad poljem realnih stevil, opremljen s skalarnim produktom. Naj bo U
podmnozica nekega metricnega prostora. Nosilec preslikave w: U — # je
mnozica

suppw = {z € U; w(x) # 0}.

Crta nad mnozico pomeni zaprtje mnozice. Ce je supp w kompaktna mnozi-
ca, potem recemo, da je w preslikava s kompaktnim nosilcem. V nadaljevanju
bomo pokazali, da obstajajo gladka tenzorska polja s kompaktnim nosilcem,
saj jih bomo potrebovali v izrekih, ki jih bomo navedli v tem razdelku.
Prepricajmo se, da je funkcija
' _ J exp(—1/z) ; >0

g: R —= R, g(m)—{ 0 2 <0
gladka. Ocitno je to res za x # 0. Izracun limite v tocki 0 pokaze, da je g
zvezna v 0. Za x > 0 so odvodi funkcije g

do=ew (1) % @ =eo(-2)n(3).

kjer so pi polinomi, & € N. Ce naredimo limito teh odvodov, ko gre z z desne
proti 0, dobimo ¢g®*)(0) = 0 za vse k = 1,2, .... Leva limita odvodov funkcije
g je pa ocitno vedno 0. Obe limiti sta enaki, torej so vsi odvodi funkcije g
zvezni v tocki 0.

Oglejmo si sedaj funkcijo

1

1— 22
0 Doz > 1

exp | — ; oz < 1

g:R—=R, [z)=

Zapisemo jo lahko kot kompozitum funkcije ¢ ter funkcije z — 1 — 22. Obe

funkciji sta gladki povsod in tak je zato je tudi njun kompozitum S. Nosilec

funkcije S je [—1, 1], v notranjosti nosilca pa je vrednost funkcije 8 pozitivna.
Definirajmo skalarno polje v: &g — R s predpisom

1
exp| ———= 1| ; |IX]|| <1
2 (X) = (1—||X||2) X1
;X > 1

Pri tem je X krajevni vektor tocke X. v lahko zapiSemo kot kompozitum
X — || X|| = B(|X|]), zato je polje v gladko s kompaktnim nosilcem

suppy = {X € &g; [|X| <1} = K(O,1).
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Tu je K(O,1) zaprta krogla z radijem 1 okoli izhodiséne tocke O € &%
opazovalis¢a o za &g.

Naj bo {b;}7_, baza prostora #'. Za neke 1 <k <n, a >0, Xy € 6y in
to €R deﬁnlraJmo tenzorsko polje

w: En xR =W, w(X,t):B(t;tO>7(X;XO)bk. (4.10)

Hitro se lahko prepricamo, da je
suppw = K (Xo, a) X [to — a, tg + al, (4.11)

kjer je K(Xo,a) = {X € &r; || X — Xo|| < a} zaprta krogla s srediséem v X,
in radijem «. Tako definirano polje w je tudi gladko, saj je produkt gladkih
polj. V notranjosti nosilca je njegova edina nenicelna (tj. k-ta) komponenta
glede na bazo {b;}7_, pozitivna.

Omenimo Se to pomembno dejstvo, da za vsako zvezno preslikavo w s
kompaktnim nosilcem velja, da je w = 0 na robu nosilca. Komplement
nosilca je namre¢ odprta mnozica, na kateri je w = 0, in ker je w zvezna,
je po zvezni razsiritvi w = 0 tudi na robu komplementa, ki je enak robu
nosilca.

Lema 4.9. Naj bo f: B x [ti,ts] = # wezno polje. Ce velja

/ /fw VdV dt = 0 (4.12)

za vsako gladko polje w: B X [t1,ts] — W, za katerega velja
w(-,t) =w(,t) =0 in w=0 nadB X [t, 1],
potem je f =0 na B X [t1,ts].

Dokaz. Glede na fiksno bazo {b _, prostora # lahko f zapisemo v kompo-
nentni obliki kot f = f;b;. Rec1mo da obstaja tocka (Xo,?y) v notranjosti
obmodcja B x [t1,ts], da je fr(Xo,t9) # 0 za neki 1 < k < n. Potem za-
radi zveznosti polja f obstaja dovolj majhen o > 0, da je f; na okolici
U = K(Xo,a) x (tg — a, tg + «) tocke (Xo, tp) razlicna od 0 in enakega pred-
znaka, hkrati pa je U Se v celoti vsebovana v notranjosti obmocja B x [ty, ta].

Definirajmo polje w kot v (4.10), ¢e je fr(Xo,%0) > 0, oz. kot —w, ¢e je
fr(Xo,t9) < 0. Skrcitev polja w na domeno B X [t,t5] tako ustreza vsem
pogojem iz leme. Skalarni produkt (f,w) je pozitiven na mnozici U (katere
zaprtje je ravno nosilec od w) in je 0 drugje, zato je

to to+a
/ /(f,w>dth:/ / (f,w) dV dt > 0,
t1 B to—« F(Xoﬂ)
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kar nasprotuje enacbi (4.12). Torej mora veljati fr = 0 za vsak k, tj. f =0
povsod v notranjosti obmocja B X [t t5], zaradi zveznosti pa tudi na zaprtju.
]

Lema 4.10. Naj rob 0B sestoji iz komplementarnih ploskev OB in 0,B. Naj
bo R mnoZica vseh tistih reqularnih tock ploskve 0B, ki niso na robu ploskve
02B in naj bo polje f: 0uB X [t1,ta] = W zvezno na podobmocju R X [ty, to].

Ce velja
[2)
/ / (f,w)dAdt =0 (4.13)
t1 0B

za vsako gladko polje w: B x [ty,tas] — W, za katero je
w(-t) =w(,t) =0 in w=0nadB X [t,1s],
potem je f =0 na R X [t1,to].

Dokaz. Podobno, kot v prejsnjem dokazu, zapisemo f = f;b; in predposta-
vimo fr(Xo,t0) # 0 zaneke 1 < k <mn, ty € (t1,t3) in Xy € R.

Ker tocka X ni na robu ploskve 0B in je regularna, obstaja za dovolj
majhen o > 0 okolica K (Xo, a) X (tg — a,ty + «) tocke (Xo, o), tako da je
K(Xo,a) N B C R, (tg — o, tg + a) C [t1,t2] in je fr zaradi zveznosti f
razlicna od 0 in enakega predznaka na obmocju (K (Xo, ) N 0eB) X (tg —
a,ty + a).

Definirajmo polje w kot v (4.10), ¢e je fr(Xo,t0) > 0, oz. kot —w, ¢e je
fr(Xo,t9) < 0. Skrcitev tako definiranega polja w na obmocje B X [tq,ts]
ustreza predpostavkam iz leme. Skalarni produkt (f, w) je pozitiven na
(K (Xo, ) NB) X (tg — a,tp + a) in je 0 drugje na R x [t1, ts], zato je!

to+a
/ (f, w) dAdt = / / (f, w) dAdt > 0,
OB Xo a)Nd2B

kar nasprotuje enacbi (4.13). Torej mora veljati f = 0 na R X [t1, t5]. O

Lema 4.11. Naj bo x: B X [t1,t5] — & gibanje razreda C' s pozitivnim
jacobijanom J in f: B X [t1,ts] — W zvezno tenzorsko polje. Ce velja

// (f,w)ydvdt =0 (4.14)

za vsako gladko polje w: B x [tl,tg] — W, za katerega velja
w(-,t) =w(,t) =0 in w=0 nadB X [t], 1],

potem je f =0 na B X [t1,ts] 0z. na Q.

4Plos¢ina mnozice 9B \ R je 0.
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V enachi (4.14) nastopata polji f in w v prostorskem opisu.

Dokaz. Enacba (4.14) je po izreku 3.6 ekvivalentna enacbi

/tt2/93<Jf,w> dV dt = 0.

Ker je polje J f zvezno na B x[t, t5], je po lemi (4.9) J f = 0 na Bx[tq,ts].
Ker je J > 0, je f =0 na B X [t1, 5], v prostorskem opisu pa je potem tudi
f=0naQ. O]

Lema 4.12. Naj rob 0B sestoji iz komplementarnih ploskev OB in 0xB.
Naj bo x: B X [t1,ts] = & gibange razreda C* s pozitivnim jacobijanom J in
f: 09B X [t1,ta] — R skalarno polje, zvezno na podobmocju R X [t1,ts]. Pri
tem je R definirana enako, kot v lemi 4.10. Ce velja

to
// (Fro, w) da dt = 0 (4.15)
t1 Jx¢(92B)

za vsako gladko vektorsko polje w: B x [t1,ts] — ¥, za katero je
w(-,t) =w(,t) =0 in w=0nadB X [t,1s],

potem je f =0 na R X [t1,ts] 0z. na {(z,t); v € x4(R), t € [t1,ta]}.

Dokaz. Enacba (4.15) je po izreku 3.5 ekvivalentna enacbi

[2)
//(fJFTN,w)dAdt:O.
t1 0B

Polje fJF"TN je zvezno na R x [ty,t5], zato je po lemi (4.10) fJF TN =
0 na R x [t1,t3]. Ker so tocke iz R regularne, je N # 0, hkrati je po
predpostavki J > 0, zato je tudi F~7 nesingularnen tenzor. Od tod sledi,
da je f = 0 na R X [t],t5], v prostorskem opisu pa f = 0 na {(z,t); x €
Xt(R), t € [t1,ta]}. O

4.4 Primera

V tem razdelku bomo podali dva primera, na katerih bomo prikazali uporabo
Hamiltonovega principa kot sredstvo za izpeljavo enach gibanja.
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4.4.1 Elasti¢cni fluid

Elasti¢ni fluid je model tekocine, v katerem zanemarimo ucinke viskoznosti.
Ce je tekocina stisljiva, potem je njena notranja ali deformacijska energija

U= [ pretp)av = [ pe(p)an,
B Xt(ﬁ)

kjer je e: [0,00) — R funkcija razreda C?, imenovana gostota notranje ener-
gije in ima fizikalno enoto m2s~2. Predpostavili bomo, da je funkcija e po-
znana, recimo iz zakona o idealnih plinih.

Izracunajmo variacijo notranje energije:

au* d dp*
— S “Ndv| = "(p* dv
de de /B pre(p’) e=0 /BPRB (v") de e=0

= —/pRe’(p)pdivn dV = —/ p*e (p)divn dv.
B xt(B)

oU

e=0

Pri tem smo smeli zamenjati vrstni red odvajanja in integriranja, ker se refe-
ren¢na konfiguracija B ne spreminja, nato pa smo uporabili verizno pravilo,
enacbo (4.4) in posledico 3.8. Ce sedaj na dobljenem rezultatu uporabimo
relacijo 3 iz trditve 2.14 in nato divergencni izrek 2.173, dobimo

U = /Xt(g) (grad(pe’(p)),n) dv — /Xt(%) (p*¢'(p)n,m) da. (4.16)

Od robnih pogojev imamo v tem primeru le robni pogoj napetosti. Naj
bo R C 9B mnozica regularnih tock ploskve 0B in predpostavimo, da imamo
podan zunanji tlak, tj. zvezno skalarno polje p: &x[t1,t2] - R, dajet = —pn
na {(z,t); = € xs(R), t € [tx, ]}

Ce sedaj upostevamo rezultate (4.6), (4.9) in (4.16), mora po posledici
4.8 pravo gibanje zadoscati enacbi

/;2 (/Xt@) (= pa — grad(p¢'(p)) + pb,m ) dv-+
+ /Xtm) (¢ (p) — p)m,m) da) dt =0 (4.17)

za vsako variacijo gibanja m € J. Med drugim mora to veljati za vsako
variacijo gibanja iz mnozice

{7] S COO<B X [tl,tg],y) ; n(;tl) = n(,t2> = 0, n = 0 na 0B x [tl,tg]} C ‘I,
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pri teh variacijah je vrednost drugega integrala enaka 0, na preostali enacbi
pa lahko potem uporabimo lemo 4.11 in dobimo

pa = grad(p’e’(p)) + pb na Q. (4.18)

Ce ta rezultat sedaj upostevamo v (4.17), vidimo, da mora za vsako variacijo
gibanja 1 veljati

t2
[ [ 4@t pmmydaa =0,
tr Jxi(0B)

med drugim tudi za vsako variacijo iz mnozice
{”7 € C®(B x [t1,t2], V) ; m(-t1) =n(-,t2) = 0} C 7,

zato lahko uporabimo lemo 4.12 (v tem primeru je 0;B = () in dobimo Se
Pogoj

p’e(p) =p na{(z,t); x € x,(R), t € [t1,t2]}. (4.19)

Enacba (4.18) je enacba za ohranitev gibalne kolicine. Poleg enach (4.18)

in (4.19) sodi v sistem Se enacba (3.15) za ohranitev mase.
V krivuljnih koordinatah (z') za prostor & se enacba (4.18) glasi

' ;00°¢(p) |
J a0yl _ 1] 7
p(at”“vj)_g g TP

pri ¢emer so v’ in b* komponente vektorjev v = v'g, in b = b'g;, g pa so
metriéni koeficienti. Pospesek a smo pri tem izrazili kot materialni odvod
hitrosti (3.7).

4.4.2 Hiperelasticno trdno telo

Hiperelasticno trdno telo je model telesa iz trdnega materiala, v katerem se
predpostavi, da je notranja ali deformacijska energija telesa podana kot

U:/pRU(F) dV:/ po(F) dv,
B xt(B)

kjer je o: L (V) — R funkcija shranjene energije ali gostota deformacijske
energije, vrednost katere je odvisna od deformacijskega gradienta F. Za funk-
cijo o bomo v tem razdelku predpostavili, da je znana in da je razreda C*
na svoji domeni. V dodatku A je za funkcijo o navedenih nekaj dodatnih la-
stnosti, bolj podrobno pa je obdelana za primer izotropnega hiperelasti¢nega
trdnega telesa.
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Pri danem F je Do(F) linearen funkcional na vektorskem prostoru £ (%)
s svojim skalarnim produktom, zato po Riezsovem izreku o reprezentaciji
linearnih funkcionalov pripada funkcionalu Do(F) natanko dolocen tenzor

S e Z(V), daza vsak A € Z(¥) velja
Do (F)(A) = (S, A) = tr(STA).

Po drugi tocki dogovora 2.2 bomo odvod Do (F) enacili s pripadajoc¢im ten-
zorjem S. Definirajmo tenzorsko polje

S:BxI—2(¥), S(X,t)=pr(X)Do(F(X,1)). (4.20)

S(X,t) se imenuje prvi Piola-Kirchhoffov napetostni tenzor.
Izracunajmo variacijo notranje energije:

au* d . . dF*
= d_e/BpRJ(F )dV = /BPR <D0(F ) 7 > av

de
:/pR<Da(F),Gradn) de/(S,Gradn> av.
B B

oU =

e=0 e=0

Pri tem smo uporabili enakost (4.3). Ce sedaj upostevamo zvezi (3.5) in (2.4)
ter izrek (3.6), dobimo

1
6U:/J<—SFT,gradn> dV:/ (T, gradn) dv,
g \J e (B)

kjer se vrednost tenzorskega polja

1
T = jSFT = pDo(F)FT (4.21)

imenuje Cauchyjev napetostni tenzor. Obe dobljeni enacbi za 60U lahko s
pomocjo izrekov 2.21 in 2.17 zapiSemo v obliki

U = /8 QB<SN,77) dA — /93 (DivS, 1) dV (4.22)

:/ (Tn,n) da—/ (divT, m) dv. (4.23)
xt(0238) xt(B)

Pri tem smo upostevali, da sta ploskovna integrala po ploskvah 0;B in
X:(01B) enaka 0, saj je tam zaradi kinemati¢nega robnega pogoja n = 0.
Po posledici 4.8 mora pravo gibanje zadoscati enachama

[2)
/ </<—pRa + DivS + pgb,n) dV+
t1 B

+/ (tn — SN, 7) dA) dt =0 (4.24)
02B
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n

to
/ (/ (—pa + divT + pb, n) dv+
t1 xt(B)
+ / (t —Tn,n) ds) dt =0 (4.25)
xt(02B)

za vsa dopustna gibanja n € J. Pri tem smo zopet upostevali ze prej izpe-
ljana rezultata (4.6) in (4.9) ter variaciji notranje energije (4.22) oz. (4.23).
Od tu dalje postopamo na enak nacin, kot smo pri primeru za elastic¢ni fluid.
Iz enacbe (4.24) dobimo z uporabo leme 4.9

pra = DivS + prb na B X [t1,1s], (4.26)
iz enacbe (4.25) pa z uporabo leme 4.11 dobimo
pa = divT + pb na (. (4.27)

Ce dobljena rezultata upostevamo v (4.24) oz. v (4.25) in nato uporabimo
lemo 4.10 oz. lemo 4.12, dobimo Se

SN = tr na R x [tl, tg] (428)

oziroma
Tn =t na{(x,t); x € x:(R), t € [t1,12]}. (4.29)

Pri tem je R mnozica regularnih tock ploskve 0yB.

Tudi tu sta (4.26) in (4.27) enacbi za ohranitev gibalne koli¢ine. Poleg
enacb (4.26) in (4.28) oz. (4.27) in (4.29) sodi v sistem Se enac¢ba ohranitve
mase (3.15).

V krivuljnih koordinatah (z') za prostor & se enacbi (4.27) in (4.29)
glasita

o' - y ;
p( T —l—v]v?j) =T, +pb',

— Tijnj = Tijnj,
pri Gemer so v = v'g;, b=0b'g;, t =t'g;,n =n'g, =n;g' n T =Tg,®g; =
T%9; ® g’. Enacha (4.26) se glasi

%

ot A ,
PR( 015 +UJ'UZ7]-> = SZK’K +prZ7

pri cemer je S = S g, ® Gk in {Gk} je kovariantna baza za koordinatni
sistem (X%) na B C &.
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Dodatek A

Konstitucijske enacbe za
izotropno hiperelasti¢cno trdno
telo

Namen tega dodatka je izpeljava konstitucijske enacbe za Cauchyjev nape-
tostni tenzor, ki se pojavi v primeru hiperelasti¢nega trdnega telesa.

A.1 Sprememba opazovalisca in objektivnost

V razdelku 2.2.1 smo podali definicijo opazovalisca za Evklidski prostor &.
Dolocene fizikalne koli¢ine, definirane v poglavju 3, so odvisne od izbire opa-
zovalisca. V tem razdelku bomo na kratko analizirali spremembo opazo-
valisca in kako to vpliva na spremembo nekaterih fizikalnih koli¢in.

Da se bomo izognili morebitnim dvomom, omenimo, da bodo imele v tem
poglavju oznake z x drug pomen, kot pa ga imajo v poglavju 4.

Sprememba opazovaliséa za & je prehod iz opazovalisca ¢, v opazovalisce
t5.. Pri tem tocka z € &, ki ima v opazovaliscu ¢, krajevni vektor & =
to(x), dobi nov krajevni vektor &* = %, (z) glede na opazovalisce ¢}.. Vsaka
sprememba opazovalis¢a porodi transformacijo

otV =, x =0, (x)).

o

Razdalja oz. metrika na & je odvisna od izbire opazovalisca. Ilzmerjena
razdalja med tockama x1,z9 € & v opazovaliscu ¢, je

d(w1,22) = |[to(w2) = to(1)[| = [[e(x1, )],

kjer je || - || norma prostora #". Nas bodo zanimale take spremembe opazo-
valisca, ki ohranjajo izmerjene razdalje med tockami, kar pomeni, da mora
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za vsaki tocki z1, xe € & veljati ||¢* (21, x2)|| = ||e(x1, x2)||. 1z linearne algebre
vemo, da so izometrije na prostoru ¥ natanko ortogonalne preslikave, torej
mora veljati

(11, 9) = Qu(zy,m0) Va,29 € &, (A.1)

kjer je Q € (V) ortogonalna preslikava. Ce je x € & in je & = ,(x) ter
x* =t (z), potem je

" =1 (0",x) =" (0%, 0) + " (0,2) = c+ Q. (A.2)

Pri tem smo oznacili ¢ = 1*(0*,0). Transformaciji oblike (A.2) se rece tudi
toga transformacija. Odselj bomo izraz sprememba opazovalisca uporabljali
zgolj za take spremembe opazovalisca, ki porodijo togo transformacijo. V
splosnem sta lahko Q in ¢ ¢asovno odvisna in v takem primeru gre za ¢asovno
odvisno spremembo opazovalis¢a, vendar se bomo mi omejili na take spre-
membe opazovalis¢, kjer sta Q in ¢ konstantna.

Za vsak vektor uw € ¥ po aksiomih Evklidskega tockovnega prostora
obstajata tocki z1, 29 € &, da je u = (21, x2). Vektorju uw pripada vektor
u* = 1*(z1, x2), za katerega po (A.1) velja

u* = Qu. (A.3)

Linearni preslikavi A € Z(¥') z razvojem A = A;; e; ® e; pripada linearna
preslikava

A" =Ajel e = A;(Qe) © (Qe;) = Q(A; e, @ €;)Q"
= QAQ”. (A.4)

Za vektorsko koli¢ino u oz. tenzorsko koli¢ino A recemo, da je objektivna ali
pa neodvisna od opazovalisca, e se z vsako spremembo opazovalisca iz ¢, v
¢, transformira po pravilu (A.3) oz. (A.4). Skalarna koli¢ina je objektivna
ali meodvisna od opazovalisca, ¢e ob vsaki spremembi opazovaliS¢a ostane
nespremenjena.

Za prostor &g, ki sluzi zgolj doloc¢itvi materialnega telesa, naj velja, da
ima vseskozi enako opazovalis¢e. Spremembe opazovalis¢a pridejo v upostev
zgolj za prostor &, kjer potekajo fizikalni dogodki. Naj bo x: B x [ — &
gibanje s pripadajocima vektorskima poljema x = ¢, 0 x in x* = ¢’. o x. Po
(A.2) velja

X*(X7 t) = QX(X7 t) t+c.

Naj bosta F = Gradx in F* = Gradx* pripadajoca deformacijska gradienta
gibanja. Iz zgornje relacije dobimo

F* = QF.
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Deformacijski gradient torej ni objektiven oz. neodvisen od opazovalisca, saj
se ne transformira po pravilu (A.4). Absolutna vrednost jacobijana je objek-
tivna skalarna kolicina, saj velja

|J*| = | det(F*)| = |det(QF)| = |det Q|| det F| = |det F| = | J|.

Masna gostota mora biti pozitivna, saj bi sicer lahko obstajali deli telesa z
negativno ali nicelno maso. Zato v primeru, ko je J < 0, definiramo masno
gostoto trenutne konfiguracije kot p = pr/|J| in je tudi objektivna skalarna

kolicina, saj velja
«_ PR _ PR _
CTE T
Za funkcijo shranjene energije o = o(F), ki smo jo predstavili v primeru
hiperelasticnega trdnega telesa, zahtevamo, da je kot skalarna koli¢ina neod-
visna od opazovaliSca, torej mora veljati

o =0(F") =0(QF) =o(F) (A.5)

za vse nesingularne F € £ (%) in vse Q € 0(¥). Ce deformacijski gradient

zapisemo v polarnem razcepu F = RU (izrek 2.11) in v (A.5) za Q uporabimo
R”, dobimo
o(F) = o(U), (A.6)

torej je o odvisna od deformacijskega gradienta F le preko desnega raztezno-
stnega tenzorja U in ni¢ od rotacije R.
Dokazimo 8e, da je tedaj Cauchyev napetostni tenzor (4.21)

T = pDo(F)F” (A7)
tudi objektiven. Ce izraz o(QF) odvajamo po F, dobimo za poljuben H €
Z(V)

L o(Q(F +<H)| = (Do(QF), QH) = (Q" Do(QF), H).

Z odvajanjem zadnje enakosti iz (A.5) po F torej pridemo do
Q'Do(QF) = Do(F)  oziroma  Do(QF) = QDo(F).

7 upostevanjem pravkar dobljene enakosti in objektivnosti masne gostote
dobimo

T* = p*Do(F*)F*" = pDo(QF)F'Q" = pQDo (F)F' Q"
=QTQ" VvQeo),

kar dokazuje, da je T neodvisen od opazovalisca.
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A.2 DMaterialne simetrije

Sprememba referencne konfiguracije je difeomorfizem k: B — &x. Pri tem
je B, = k(B) nova referen¢na konfiguracija telesa. Gibanje x: B x [ — &
lahko enakovredno predstavimo s preslikavo

Xe: Be X I — &, Xk = XOK L. (A.8)

Ce oznac¢imo F = Gradx, F, = Grady,. in P = Gradk, potem z odvajanjem
enakosti (A.8) dobimo zvezo med gradienti

F.=FP L

Naj bosta k: B — &% in k: B — &R novi referencni konfiguraciji. Naj bo
X: B x I — &g gibanje in naj bosta y, = Yok~ in xz = yor ! opisa istega
gibanja glede na referen¢ni konfiguraciji x(B) in (B). Oznacimo pripadajoca

B
K b Xk
Rok !
X
B - B,
Kokt
7% Y X7 &
Er Bz

Slika A.1: Sprememba referenéne konfiguracije.

deformacijska gradienta z
F, = Gradx, in Fi = Gradx;.

Jasno je, da imata referencni konfiguraciji x in k vsaka svojo funkcijo shra-
njene energije, o, in oz, ki sta v splosnem razlicni, vendar pa mora v vsaki
tocki X € B in za vsak t € I veljati

0 (F(k(X), 1) = oz(Fz(K(X), 1)) (A.9)
Iz slike A.1 vidimo, da velja y,. = xz o & o k. Ce oznacimo s

P = Grad(ko k™), (A.10)
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potem je F, = FzP. Iz relacije (A.9) sedaj vidimo, da med funkcijama
shranjene energije velja zveza

02(Fz) = 0 (F:P). (A.11)

Materialno telo lahko poseduje dolo¢ene materialne simetrije, zaradi ka-
terih ni mogoce razlociti med dolocenimi referen¢nimi konfiguracijami. Na
primer, materialno telo iz kubicne kristalne strukture je nemogoce razlociti
pred in po rotaciji za 90° okoli ene od kristalnih osi.

Definicija A.1. Referen¢ni konfiguraciji k: B — &r in k: B — &R sta
materialno nerazloclyvi, ce velja

oz(F) = 0.(F) VF € Inv(?). (A.12)
Odziv materiala je odvisen od napetostnega tenzorja T, ta pa je odvisen
od funkcije shranjene energije. Materialna nerazlocljivost v fizikalnem smislu
pomeni, da se odziv materiala glede na konfiguracijo x ne da razlociti od
odziya glede na konfiguracijo ¥ z nobenim mogoc¢im eksperimentom.
Ce uporabimo oznako (A.10) in upostevamo enakosti (A.11), potem vi-
dimo, da je pogoj (A.12) ekvivalenten pogoju
0.(F) = 0,(FP) VF e lnv(?).
Definicija A.2. Ce za linearno preslikavo G € % (¥) velja pogoj
0.(F) = 0,(FQG) VF e lnv(?), (A.13)

potem ji reCemo materialna simetrijska transformacija za o glede na konfi-
guracijo k.

Pogoj G € % (¥) sodi k predpostavki, da vse materialne simetrijske
transformacije ohranjajo prostornino telesa, saj bi se sicer materialno telo
lahko poljubno razsirilo, ne da bi se to poznalo na odzivu, kar pa je fizikalno
nesprejemljivo.

Izrek A.3. MnozZica G. vseh materialnih simetrijskih transformacij za o
glede na konfiguracijo Kk je podgrupa unimodularne grupe.

Dokaz. Dovolj je dokazati, da je G, grupa, saj je G, C % (¥). Za poljubni
G1, G2 € G, z upostevanjem relacije (A.13) velja

0x(F) = 0,(FGy) = 0,((FG1)G3) = 0, (F(G1G2)),

torej je G1Go € G,. Ocitno je tudi 1 € G,. Naj bo G € G,. Ker je
|det G| = 1, obstaja G™! in je

0.(FG™) = 0.(FG1)G) = 0.(F),
kar dokazuje, da je tudi G~! € G,.. Torej je G,. grupa. O
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S« se imenuje materialna simetrijska grupa za o glede na referencno kon-
figuracijo . OCitno je, da je G, odvisna od referenéne konfiguracije . Ce je
k Se ena referencéna konfiguracija s pripadajo¢o materialno simetrijsko grupo
Gz in je P kot v (A.10), potem za poljuben G € G, dobimo iz (A.11)

O-E(F) = O-H(FP) = UN((FP)G) = O-E(F(PGP_l)P)
= ox(F(PGP™)),

iz cesar sledi, da je PGP™! € Gz. Ocitno je preslikava ¢: G, — Gz, ¢(G) =
PGP!, homomorfizem grup in o¢itno je injektivna, saj za Gi,Gq € G, iz
PG P! = PG,P~! nemudoma sledi G; = Gs. S podobnim postopkom,
kot zgoraj, se dokaZe e, da za poljuben H € Gz velja P~'HP € §G,., torej je
#(P~'HP) = H, kar pomeni, da je ¢ tudi surjektivna. ¢ je torej izomorfizem
grup, zato smo dokazali naslednji izrek.

Izrek A.4 (Nollovo pravilo). Naj bosta k ter K konfiguraciji in naj bo P =
Grad(k o k™ 1). Potem med materialnima simetrijskima grupama velja zveza

G: =PG.P'={PGP'; Geg,.l.

V zgornjem izreku je P gradient spremembe konfiguracije in ni nujno, da
pripada unimodularni grupi.

A.3 1Izotropna trdna hiperelasticna telesa

Definicija A.5. Trdno hiperelasti¢no materialno telo je izotropno, ¢e obstaja
referen¢na konfiguracija x, da je G, = 0(¥). Taka konfiguracija se imenuje
1z0tropna.

Opomba A.6. Podobno, kot smo definirali materialno simetrijsko grupo za
o, bi lahko definirali tudi materialno simetrijsko grupo za T. Za elasticne
materiale velja definicija, da je materialno telo trdno, ¢e obstaja referencna
konfiguracija telesa, tako da je materialna simetrijska grupa za T glede na
to konfiguracijo podgrupa ortogonalne grupe & (V). Taki referencni konfigu-
raciji se re¢e naravna referencéna konfiguracija. V [4, str. 310] je dokazano,
da sta pri hiperelasti¢nih trdnih telesih materialni simetrijski grupi za o in
za T glede na isto referenéno konfiguracijo enaki.

[zotropnost v fizikalnem smislu pomeni, da nobena ortogonalna transfor-
macija izotropne konfiguracije ne spremeni odziva v materialu.

K zgornji definiciji sodi e ta opomba: Ce je % taka konfiguracija, da je
Gz C O(7), potem je Gz podgrupa grupe G, = &(¥). Po Nollovem pravilu
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sta Gz in G, izomorfni, zato Gz ne more biti prava podgrupa grupe 9,., ampak
je Gz = Gs.

V nadaljevanju naj bo o funkcija shranjene energije glede na neko izotro-
pno referencno konfiguracijo in § naj bo pripadajo¢a materialna simetrijska
grupa.

Naj bo F = VR polarni razcep. Ker za izotropni material velja § =
O(V), lahko v (A.13) za G uporabimo R” in dobimo o(F) = o(V). Za

izotropne materiale torej skupaj z (A.6) velja
o(F)=0(U)=0(V).

V prakticni uporabi je namesto levega razteznostnega tenzorja V bolj pri-
meren levi Cauchy-Greenov deformacijski tenzor B = V2 = FF7, ker ga je
lazje izracunati. Zato predstavimo funkcijo o, definirano kot

5(B) = 5(V?) = o(V) = o(F).

Pois¢imo zvezo med odvodoma za o in &. Najprej pokazimo, da je D (B)
simetri¢en teznor. B je simetricen, B = B?, in za poljuben A € Z(¥) je

(D5(B),A) = (D&(B"), A) = d%a((B +eA)T)

= (D&(B"), A") = (D5(B), AT)
= ((D7(B))", A),

e=0

torej je D&(B) = (D&(B))”. Ce odvajamo &(B) = ¢(FF”) po F, dobimo

(F+eA)F +cA)T) (D& (FFT),FAT + AF7)
(D&(B))", AFT) + (D7 (B), AFT)

{
2(D&(B), AF") = 2(D5(B)F, A),

e=0

£CT

pri Gemer smo na predzadnjem koraku upostevali simetricnost D& (B). Ce ta
rezultat upostevamo pri odvajanju zveze o(F) = 6(FFT) po F, dobimo

Do(F) = 2D5(B)F.
Cauchyev napetostni tenzor (A.7) lahko sedaj zapisemo v obliki
T = pDo(F)F” = 2pD&(B)FF” = 2pD5(B)B. (A.14)

Za izotropno hiperelasti¢no trdno materialno telo lahko pogoja (A.5) in
(A.13) zdruzimo v en sam ekvivalenten pogoj:

o(F) =0(QFQ), VQeO)inVFE € lnv(?).
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Ce v splosnem katera koli tenzorska funkcija zadoséa temu pogoju, potem
reCemo, da je izotropna. Funkcija 6(B) je tudi izotropna na svoji domeni:

7(B) = o(F) = 0(QFQ) = 6(QFQ(QFQ)") = 5(QBQ"),

kar velja za vsak simetri¢en pozitivno definiten B in vsak Q € &/(¥).

Izrek A.7. Najbo ¢: Sym(¥) — R tenzorska funkcija. Potem je ¢ izotropna
natanko tedaj, ko se jo da zapisati v obliki

¢(A) = f(ah az, a3)a

kjer je f poljubna skalarna funkcija, odvisna od lastnih vrednosti ay,as, as
preslikave A.

Dokaz. Naj bo ¢ izotropna in naj imata A,B € Sym(?') enaki mnozici
lastnih vrednosti, {a1,as,a3} = {b1,be,b3}. Po spektralnem izreku za si-
metri¢ne linearne preslikave obstajata ortonormirani bazi {d,} in {e;}, da
je

3 3

A:Zajdj@)dj n B:ij€j®€j.

=1 j=1

Obstaja ortogonalna preslikava Q € €(7), da velja Qe; = d;, j = 1,2, 3,

zato je

3

3
QBQ" = 15,Q(e; ® €,)Q" = > b;(Qe;) @ (Qe;)

— =1
3
= Z&jdj ®d] =A.
j=1

Ker je ¢ po predpostavki izotropna, je

$(A) = 6(QBQ") = ¢(B).

Dokazali smo, da je ¢ odvisna le od lastnih vrednosti simetri¢cne matrike,
torej je ¢(A) = f(a1, a2, as).

Obratno, ce velja ¢(A) = f(ar,as,as), potem je d(A) = (QAQT), saj
imata linearni preslikavi A in QAQT enake lastne vrednosti, kar se najhitreje
vidi tako, da imata A in QAQ enak karakteristiéni polinom. Ce je namre¢

pa karakteristicni polinom za A, potem je po Cayley-Hamiltonovem izreku
pa(A) = 0, hitro pa lahko vidimo, da je tudi pa (QAQT) = 0. O
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Karakteristi¢ni polinom linearne preslikave A € Z(7) je
det(A — A1) = =23 + Ipa N2 — IIpA N+ 1114,

pri tem so Ia, Ila, Illo glavne invariante za A. Ce so ai, as, az lastne vre-
dnosti od A, potem je

In = a1+ as + a3 = trA,
((trA)2 — tr(Az)),

N | —

[IA = a1a9 + aias + g3 =
IIA = ajasa3 = det A.

Mnozici {a1, as,as} in {Ia, IIa, IlI5} sta ekvivalentni v smislu, da ena enoli-
¢no doloca drugo. Zato lahko v izreku A.7 nadomestimo funkcijo f(aq, az, as)
z neko drugo funkcijo f (Ia, IIa, IIl5). Funkcijo ¢ lahko torej predstavimo
kot

5’(B) Zw(IP”I]B,]IIB) (A15)

Na spremenljivke Ig, IIg, IIlg v funkciji w lahko gledamo kot na funkcije
Ig = I(B), itd. Z odvajanjem enakosti (A.15) po B dobimo

B B ow ow ow
D& (B) = ﬁDl(B) + EDU(B) + mD[H(B). (A.16)

DIII(B) = Ddet(B) smo ze izracunali v (3.12). Izracunajmo 8e odvoda
preostalih dveh glavnih invariant. Za poljuben S imamo

DI(B)(S) = Dix(B)(S) = -tx(B+5)| = ix(8) = (1,5).
DII(B)(S) %d% (B +¢9)) ~ (B +5)))| _

— (trB)(61S) — %tr(BS) _ %tr(SB)

= (trB)(1,S) — %(BT, S) — %(S,BT)

= ((trB)1 — B”,S).
Odvodi glavnih invariant so torej
DI(B)=1, DII(B)=1Igl—-B" DIIB)=IgB".

Ce to upostevamo v (A.16), rezultat pa nato v (A.14), dobimo izraz za Cau-
chyjev napetostni tenzor T za izotropno hiperelasti¢no trdno materialno telo,
ki je

ow Ow ow ow _,
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Zakljucek

Pri izpeljavi enach gibanja za kontinuum nas Hamiltonov princip pripelje do
enakega rezultata, kot obicajne, direktne metode. Hamiltonov princip torej
zares predstavlja alternativo obi¢ajnim metodam, vendar ga veliko monogra-
fij kljub temu ne omenja. Morda zato, ker je zanj vseeno potrebno nekaj vec
matematicnega predznanja, kot je recimo variacijski racun in nekaj osnov
funkcionalne analize.

Za uporabo Hamiltonovega principa nam ni bilo potrebno predhodno de-
finirati zakonov dinamike (Eulerjev prvi in drugi zakon), zato se nam tudi
ni bilo potrebno ukvarjati z inercialnimi opazovalis¢i. Prav tako smo se
lahko izognili nekaterim dinamicnim koli¢inam, kot sta recimo gibalna in vr-
tilna koli¢ina, definirati smo morali le osnovne kinematicne koli¢ine, kot so
hitrost, pospesek in deformacijski gradient. Ni nam bilo potrebno predho-
dno definirati Cauchyjevega napetostnega tenzorja na obicajen nacin, preko
Cauchyjevega izreka. Lokalno obliko zakona o ohranitvi mase smo izpeljali
neodvisno.

Poleg podanih primerov (elastiéni fluid in hiperelastiéno trdno telo) je
mogoce Hamiltonov princip uporabiti za splosno materialno telo iz zveznega
medija, tudi ¢e je iz neelasticnega materiala. Pri tem se izraz za notranjo
energijo definira v splosni obliki ([1, str. 45]) in iz Hamiltonovega principa
ravno tako dobimo enacho za ohranitev gibalne koli¢ine, v kateri pa nastopajo
neznane konstitucijske kolicine. Te je potrebno dolociti na podoben nacin,
kot smo to storili v dodatku za hiperelasti¢no trdno telo, kjer se uposteva
princip materialne objektivnosti (neodvisnost od opazovaliica) ter materialne
simetrije. Nekaj kon¢nih parametrov je potrebno dolociti Se eksperimentalno.

Moznih razsiritev Hamiltonovega principa v mehaniki kontinuuma je ve-
liko. Zanimivo bi bilo raziskati tudi moznosti za uporabo v termodinamiki,
piezoelektriki in pri drugih oblikah materialov s kompleksno strukturo.
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