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Sferi¢ni zlepki

POVZETEK

V magistrskem delu bomo obravnavali osnovno teorijo prostorov sfericnih zlepkov, defini-
ranih na triangulacijah enotske sfere S v R®. Prostori sferi¢nih zlepkov so analogi dobro
poznanih prostorov zlepkov dveh spremenljivk in so sestavljeni iz delov homogenih polino-
mov treh spremenljivk zozenih na sfero S. Kot bomo videli, se nanje prenese prakti¢no vsa
teorija zlepkov dveh spremenljivk nad ravninskimi triangulacijami, seveda z nekaterimi
pomembnimi razlikami. Sferi¢ni zlepki se uporabljajo za interpolacijo/aproksimacijo po-
datkov na sferi v medicini, racunalniski grafiki, animaciji, robotiki, geodeziji, astronomiji,

itn.

Spherical splines

ABSTRACT

In this thesis we will discuss the basic theory of spherical spline spaces, defined on trian-
gulations of the unit sphere S in R3. The spherical spline spaces are natural analogs of the
well known bivariate spline spaces and are made up of pieces of trivariate homogeneous po-
lynomials restricted to a sphere S. As we shall see, virtually the entire theory of bivariate
polynomial splines on planar triangulations carries over, although there are several signifi-
cant differences. Spherical splines are used for spherical data interpolation/approximation

in medicine, graphics, animation, robotics, geodesy, astronomy, etc.

Math. Subj. Class. (2010): 65D07, 65D17

Kljucéne besede: sfericni trikotnik, sfericne baricentricne koordinate, sfericni Bernstei-

novi bazni polinomi, sfericna krpa, sferi¢na triangulacija

Keywords: spherical triangle, spherical barycentric coordinates, spherical Bernstein ba-

sis polynomials, spherical patch, spherical triangulation
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Poglavje 1

Uvod

Bernsteinovi bazni polinomi dveh spremenljivk so zelo znani in se uporabljajo pri inter-
polaciji podatkov oz. aproksimaciji funkcij nad domeno v ravnini, ki jo razdelimo na
trikotnike. Nad vsakim trikotnikom s pomocjo polinomov, sestavljenih iz Bernsteinovih
baznih polinomov, skonstruiramo posamezno interpolacijo oz. aproksimacijo. Skupku
dobljenih interpolacij oz. aproksimacij nad vsemi trikotniki pravimo zlepek. Obicajno
seveda predpiSemo tudi, kaksna mora biti globalna gladkost zlepka. Slika prikazuje
ravninsko triangulacijo s pripadajoco aproksimacijo. Ker pa domene niso vedno ravnin-
ske, bi radi analogno strukturo definirali Se na druga¢nih povrsinah, v nasem primeru na

sferi.

Zakaj so zlepki tako mocno orodje za interpolacijo oz. aproksimacijo? Razlogi so sledeci.

e Zlepki so enostavni za racunanje, imamo stabilne in uc¢inkovite algoritme za izracun

njihovih vrednosti, odvodov in integralov.
e Oblika zlepka in njegovi koeficienti so mo¢no povezani.

e Zlepki dobro aproksimirajo gladke funkcije in lahko se dolo¢i natan¢éno razmerje

med gladkostjo funkcije in redom njene aproksimacije.

V tem delu bomo spoznali celotno teorijo prostorov zlepkov, definiranih nad sferi¢nimi
triangulacijami, ki so jih studirali Alfeld, Neamtu in Schumaker v [3, 4, [5, [6]. Ti prostori

so pomembni za aproksimacijo funkcij definiranih na sferi.

Interpolacija s sfericnimi zlepki se uporablja v robotiki in racunalniski grafiki, medicini,

atmosferskih vedah, geodeziji, geofiziki, itn.



POGLAVJE 1. UVOD 2

25 ~

Slika 1.1: Ravninska triangulacija s pripadajoco odsekoma linearno aproksimacijo.
1.1 EEG

Slika prikazuje merjenje mozganske elektricne aktivnosti z elektrodami na povrsini
glave (EEG). Sodobni EEG uporablja 129 elektrod s 128 ojacevalnimi kanali, ki merijo

128 napetosti V; glede na posamezno elektrodo.

Slika 1.2: Merjenje mozganske elektri¢ne aktivnosti na povrsini glave.

Da lahko potenciale predstavimo graficno, potrebujemo interpolacijsko shemo, s katero

ocenimo potenciale med elektrodami. Slika prikazuje primer interpolacije izmerjenih
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potencialov s sferi¢nimi zlepki za razli¢ne stopnje interpolacije (1, 2 in 3). Ve¢ o tem
najde bralec v [10].

m=1 m=2 m=

Slika 1.3: Interpolacija izmerjenih potencialov s sferi¢cnimi zlepki stopnje m.

1.2 Geopotencial

Geopotencial je potencial gravitacijskega polja Zemlje. Slika prikazuje lokacije, na

katerih se meri geopotencial.

Slika 1.4: Lokacije na katerih merimo geopotencial.

Na sliki je predstavljena uniformna triangulacija sfere, to je triangulacija, pri kateri
sfero najprej razdelimo na osem skladnih sferi¢nih trikotnikov (vsak oktant sfere je en
sferiéni trikotnik), nato pa povezemo sredisca stranic vseh sferi¢nih trikotnikov. S tem
vsak sferi¢ni trikotnik razdelimo na Stiri nove sfericne trikotnike. Postopek ponavljamo

dokler zelimo.

Sliki in predstavljata normalizirane geopotencialne vrednosti in interpolacijsko

povrsje C! sfericnega zlepka stopnje 5. Ve¢ o tem najde bralec v [11].
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Slika 1.5: Uniformna triangulacija sfere.

Slika 1.6:

Slika 1.7: Interpolacijski C! sferi¢ni zlepek stopnje 5.



Poglavje 2
Sfericni polinomi

V tem poglavju bomo govorili o kljuénih sestavnih delih sferi¢nih zlepkov, to so sferi¢ni
polinomi. Z v bomo oznacili tocko na enotski sferi S C R? (oziroma véasih pripadajoci
enotski vektor). Preden definiramo sfericne polinome, moramo definirati sfericne triko-

tnike in sferi¢cne baricentricne koordinate.

2.1 Sfericni trikotniki

Naj bosta v, vs tocki na sferi, ki ne lezita na isti premici skozi izhodisce. Tedaj ti dve
tocki razdelita kroznico na sferi, ki gre skozi vy, vy na dva razlicno dolga krozna loka.

Krajsi lok oznacimo z (vy, va).

Sfericni trikotnik ni ni¢ drugega kot trikotnik, ki lezi na sferi. Predpostavimo le, da
njegova oglisca lezijo strogo v eni polobli. S tem se izognemo primeru, ko bi vsa oglisca

lezala na ekvatorju, saj v tem primeru ne dobimo trikotnika, pa¢ pa kar celo poloblo.

Slika 2.1: Sferi¢ni trikotnik.
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Slika prikazuje sferi¢ni trikotnik. Povejmo Se formalno definicijo.

Definicija 1. Naj bodo vy, vo in v3 tocke na enotski sferi S, ki lezijo strogo v eni polobli.
Potem definiramo sferiéni trikotnik T := (v, va,v3) kot mnoZico tock na S, ki leZijo v
obmodéju omejenem s tremi kroznimi loki (v;,vi41), i = 1,2,3, pri cemer vy identificiramo

Z U1.
Pravimo, da je sferi¢ni trikotnik T neizrojen, ce ima nenicelno ploscéino.
Tockam vy, v, v3 pravimo oglisca sfericnega trikotnika T', kroZnim lokom (v;,v;y11) pa ro-

bovi sfericnega trikotnika 7.

Ce ne bo receno drugace, bomo predpostavili, da so ogliséa sfericnega trikotnika 7" urejena

v smeri urinega kazalca, gledano iz sredisca sfere.

2.2 Sfericne baricentricne koordinate

Baricentri¢ne koordinate v ravninskem trikotniku so koeficienti by, by, b3, s katerimi lahko
vsako tocko v, ki lezi v trikotniku, zapiSemo kot linearno kombinacijo njegovih oglis¢ vy,
U2, Vs,

v = bivy + byvg + bsvs.

Te koeficiente lahko izracunamo po formulah

b — pl(U,’Ug,'Ug)
11— 5,
pl(vlav27v3)

by — pl(vlav7v3)
2 = S\
pl(v1, va, v3)

by = pl(vhvz,v)

B pl(UhUz,Us)’
kjer je pl(v;, v;, vy) ploscina trikotnika z oglisci v;, vj, vy. Videli bomo, da sferi¢ne baricen-

tricne koordinate definiramo analogno in da dobimo analogne formule za njihov izracun.

Definicija 2. Naj bo T' = (vy, va, v3) neizrojen sferiéni trikotnik. Za tocko v € S naj bodo

koeficienti b; :== b;(v) taki, da lahko tocko v zapisemo kot
v = b1U1 + bQUQ + b3U3. (21)

Potem by, bs, by imenujemo sfericne baricentriécne koordinate tocke v glede na sfericni
trikotnik T
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Trditev 3. Sfericne baricentricne koordinate tocke v € S glede na neizrojen sferiéni

trikotnik T = (v1,va,v3) so enoliéno dolocene.

Dokaz. Oznacimo v = (x,y,2) € R® in v; = (24, s, 2;) za i = 1,2,3. Potem lahko enakost

(2.1) zapisemo v matri¢ni obliki in dobimo

T1 To I3 by T
Y1 Y2 Y3 b | =1y |- (2.2)
2 2y 23 b3 z

Determinanta matrike v (2.2)) je enaka sestkratnemu volumnu tetraedra to := (0, vy, vg, v3).
Ker je sferi¢ni trikotnik 7" neizrojen, bosta volumen tetraedra in posledicno determinanta
matrike razlicna od 0, kar pomeni, da je resitev res enolicna. Po Cramerjevem pravilu

dobimo sledece formule za sferi¢cne baricentri¢ne koordinate

r To I3 rT X X3 r1T T2 I
Y2 Y3 Y Yy Y3 Y Y2 Y
Z Z9 Z3 Z1 2 Z3 21 k2 Z
bi(v) = . bo(v) = . by(v) = . (2.3)
r1 T2 I3 Tr1 T2 X3 r1 T2 I3
YioYy2 Y3 Yr Y2 Us Yr Y2 Y3
21 R9 23 21 R2 X3 21 k2 X3

Izrek 4. Naj bo T neizrojen sfericni trikotnik. Potem velja:

1) bi(v;) = d;j za vse i,j = 1,2,3, kjer je 6;; Kronecherjev delta.

2) b; je enaka 0 na robu T, nasprotnem ogliséu v; za vse i = 1,2, 3.

vol(ty)
vol(to)
to = (0,v1, v2,v3). Podobno velja za by in bs.

3) by je enak kvocientu

predznacenih volumnov tetraedrov t; = (0,v,v9,v3) in

4) b1(v),ba(v),b3(v) >0 za vse v € T.
Dokaz. Dokazimo vsako tocko izreka posebej.
1) Tocko vy zapisemo kot

vy = by (v1)vr + ba(vr)ve + bg(v1)vs = 1-v1 +0- vy +0 - v3,

torej je by(vy) = 1, ba(vy) = 0 in b3(vy) = 0. Analogno preverimo za tocki vy in vs.
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2) Na loku, ki povezuje vy in vy bo b3 o¢itno enaka 0, saj so vse tocke tega loka linearne

kombinacije v; in v9. Analogno za ostala robova.

3) Trditev sledi iz enakosti (2.3) in povezave med determinanto in volumnom tetraedra

(volumen tetraedra je enak # absolutne vrednosti determinante).

4) Vemo, da je determinanta
det ('Ul (%) ’Ug) > 0,

kadar so vy, v9,v3 pozitivno orientirani. Pri sfericnem trikotniku je to res, saj smo
predpostavili, da oglis¢a oznacimo v smeri urinega kazalca, ¢e gledamo iz izhodisca
sfere. Determinanta

det (v Uy U3>
bo zagotovo vecja ali enaka ni¢, ¢e vzamemo v iz sferi¢nega trikotnika 7', saj bodo
takrat v, vy, v3 zagotovo pozitivno orientirani. Torej je b;(v) > 0 za vsako tocko

v € T. Analogni premislek velja za by(v) in b3(v).
[

Ker se volumni tetraedrov ne spremenijo, ¢e jih rotiramo, sledi, da so sferi¢ne baricentricne
koordinate tocke v glede na sferi¢ni trikotnik 1" rotacijsko invariantne. To pomeni, da se
ne spremenijo, ¢e zavrtimo tocko v in oglisca sfericnega trikotnika 7" za enak kot. To lahko
vidimo tudi direktno. Spomnimo se, da je rotacija na sferi opisana s 3 x 3 ortogonalno
matriko, ki ima determinanto det(M) = 1 in velja MM = I.

Izrek 5. Naj bo T = (v1,va,v3) sfericni trikotnik in T = (Muvy, Mvy, Mus), kjer je M
rotacijska matrika. Za dan v € S naj bodo by, by, bs sfericne baricentricne koordinate glede

na T, b}, b3 b3 pa sferiéne baricentricne koordinate glede na T. Potem velja
bM(Mv) = bi(v), i=1,2,3.

Dokaz. Ce mnozimo enacbo (2.1) z M, dobimo Mv = byMwv; + byMuvs + bsMuvs, kar
dokazuje izrek. |

Videli smo, da imajo sfericne baricentricne koordinate ve¢ino lastnosti, ki jih imajo
obicajne ravninske baricentri¢ne koordinate. Ena od pomembnih razlik je ta, da se sfericne

baricentricne koordinate ne seStejejo v 1, razen v ogliscih sfericnega trikotnika 7.

Lema 6. Za poljuben neizrojen sfericni trikotnik T = (v1, v, v3) velja
bl(’U) + bQ(U) + bg(U) > 1

za vsak v € T\{vy, va, v3}.
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Dokaz. 7 upostevanjem ([2.3) dobimo

T To9 X3 1T X I3 r1T T2 T
Y Y2 Ys |ty oys [ty Y2y
2 29 Z3 21 2 Z3 21 22 Z
bi(v) + ba(v) + b3(v) =
Tr1 T2 I3
Y Y2 Y3
21 22 Z3

Vidimo, da je stevec enak Sestkratni uniji volumnov tetraedrov (0, v, vy, v3), (0,v1, v, v3)

in (0, vy, v, v), imenovalec pa Sestkratnemu volumnu tetraedra (0, vy, vg, v3).

(0,0,0)

Slika 2.2: Prikaz dobljenih tetraedrov glede na pozicijo tocke v.

Ce bi tocka v lezala v ravninskem trikotniku (v1,v9,v3), bi bila Stevec in imenovalec
enaka. Ker pa v lezi na sferi (glej sliko , bo stevec vecji od imenovalca in posledi¢no
by (v) + by(v) + b3(v) > 1 za vsak v € T\{vy, v, v3}. Ce je v oglisce sfericnega trikotnika,
je ocitno by (v) + ba(v) + bs(v) = 1. O

Ce je v tocka v ravninskem trikotniku 7', potem so ravninske baricentriéne koordinate
glede na T omejene z 1. Ce pa je tocka v v sfericnem trikotniku 7', potem so sferiéne
baricentricne koordinate lahko poljubno velike, razen ce vnaprej predpiSemo velikost
sfericnega trikotnika 7. Namre¢, Ce so oglisca sfericnega trikotnika 7' = (vy, v9, v3) taka,
da gre ravninski trikotnik z istimi oglisci zelo blizu izhodisc¢a, potem je volumen tetraedra

(0, v1,v9,v3) lahko poljubno majhen.
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Lema 7. Naj bo T' = (vq1,v9,v3) sfericni trikotnik, ki je dovolj majhen, da ga lahko
zarotiramo v en oktant enotske sfere. Potem za vsak v € T welja 0 < bi(v) < 1 za
1=1,2,3.

Dokaz. Zadosca, da lemo dokazemo za b;. Recimo, da T zarotiramo tako, da lezi v

oktantu z,y,z > 0 in da oglis¢i vy in v lezita v ravnini x,y. Naj bo vy = (z1,y1, 21).

Potem je volumen tetraedra ¢ = (0, v1, v, v3) podan z vol(t) = %, kjer je A ploscina

ravninskega trikotnika z oglis¢i 0, ve, v3. Podobno je volumen tetraedra t; = (0, v, vs, v3)

enak vol(t;) = %, kjer je v = (z,y, 2).

Slika 2.3: Prikaz visin trikotnikov glede na pozicijo tocke v.

Ker v lezi v sfericnem trikotniku 7', velja z < 21 (glej sliko . Sledi, da je

vol(ty) _Z 1
vol(t) 2z —

Ocitno pa je tudi b; > 0. O]

by =

Z uporabo prve tocke izreka [4] in leme [6] hitro vidimo, da se konstantne funkcije 1 ne da
zapisati kot linearno kombinacijo by, bs, b3. Da pa se jo zapisati kot linearno kombinacijo
funkcij {b%, b3, b3, byby, b1bs, babs}, kar bomo videli v nadaljevanju v lemi .

2.3 Sferi¢ni Bernsteinovi bazni polinomi

Sfericne Bernsteinove bazne polinome definiramo analogno kot klasi¢ne Bernsteinove ba-

zne polinome, to je kot produkte baricentri¢nih koordinatnih funkcij by, by in b3.
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Definicija 8. Za sfericni trikotnik T in stevilo d, definiramo sfericne Bernsteinove bazne
polinome stopnje d kot

B% d:

i k . . o
Gk Hk‘bbfb?,, i+j+k=d.

Ceprav so direktni analogi Bernsteinovih baznih polinomov, sferi¢ni Bernsteinovi bazni

polinomi niso algebrai¢ni polinomi, pa¢ pa sfericne harmonicne funkcije, kar bomo videli
v poglavju

Enostavno je preveriti, da sferi¢ni Bernsteinovi bazni polinomi ijk zadoscajo isti rekur-
zivni zvezi kot klasiéni Bernsteinovi bazni polinomi, to je

szk_bled 1ljk+b2Bzdj11k+b3Bzd]li 1 (24>

za vse © + J + k = d. Tu predpostavimo, da so izrazi z negativnimi indeksi enaki 0. Za
kasnejso uporabo potrebujemo omejitev sfericnih Bernsteinovih baznih polinomov B” L (V),

na tocke na sfericnem trikotniku.

Lema 9. Naj bodo {Bfljk}i+j+k:d sfericni Bernsteinovi bazni polinomi sfericnega trikotnika

T, ki ga lahko zarotiramo tako, da leZi v enem oktantu enotske sfere. Potem za vsakv € T

velja
d! S
0 < Bfy(v) < T i+j+k=d,
m
Bzgk( ) S 3d‘
i+jt+k=d

Dokaz. Prva trditev sledi direktno iz leme [7| druga pa iz trinomske razsiritve

> By = (b +by+bs)".
i+j+k=d

]

Graf sfericnih baznih pohnomov Je definiran kot mnozica tock {vB%, (v),v € T'}. Naslikah

2.4 2.5 2.6, 2.7 2.8 2.9 2.10] 2.17] .12 2.13] so izrisani grafi sferi¢nih Bernsteinovih

baznih polinomov stopnje 3.

2.4 Sfericna B-forma

Naj bo By = Lln{Bmk} ik V posledici [23| bomo pokazali, da so {B}iyjtk=d
linearno neodvisni. Zato lahko vsak sferi¢ni polinom p € By zapisemo enoli¢no kot

it+jthk=d
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Slika 2.4: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom Bg;.

Slika 2.5: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom Bj,.

12
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Slika 2.7: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom Bj,.

13
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Slika 2.8: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom BJ,,.

Slika 2.9: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom B}, .
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Slika 2.10: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom Bj,,.

Slika 2.11: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom By, .
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Slika 2.12: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom B3y,.

Slika 2.13: Sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom Bgy,.
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Definicija 10. Vektorski prostor B, imenujemo prostor sfericnih polinomov stopnje d.
Za vsak p € By pravimo, da je (2.5)) sfericna B-forma sfericnega polinoma p, koeficiente

cijk pa imenujemo sfericni B-koeficienti sfericnega polinoma p.

V ravninskem primeru definiramo domenske tocke trikotnika kot

(R) _ 1 +j1)2 + kvg
ijk T d )

i+j+k=d.

Dobimo (d;ﬂ) tock. Slika prikazuje ravninske domenske tocke za d = 3.

— (R)
V3=Vqo3

—y R () ) —y ®
VI_VBOO V210 VlZZO VZ_V03O

Slika 2.14: Ravninske domenske tocke za d = 3.

Domenske tocke v sfericnem trikotniku T' = (vq,vq, v3) 0znacimo z v;j; in jih definiramo

kot . .
1wy + Jjug + kus

o Hz’vl +j1)2 + kUgH’

Predstavljajo radialne projekcije tock vgﬁ), ki jih dobimo glede na ravninski trikotnik z

oglisci vy, vo, v3, na sfero S. Slika prikazuje sfericne domenske tocke za d = 3.

itj+k=d (2.6)

Vijk

Pri ravninskem trikotniku z delitvijo z domenskimi tockami dobimo skladne trikotnike,
na sferi pa dobljeni trikotniki ne bodo skladni. Za d > 1 namrec¢ ne obstaja taka delitev

ravninskega trikotnika, da bi bili dobljeni trikotniki na sfericnem trikotniku skladni.

Definicija 11. Mnozico Dz = {Vijk }itjth=a imenujemo mnozica domenskih sferiénih
tock glede na T in d.

Izrek 12. Naj bo p sfericni polinom, zapisan v sfericni B-formi (2.5)) s koeficienti

CEJOIZ = Cijkza Z ‘l‘] + kf = d,
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]
(0,0,0)

Slika 2.15: Sfericne domenske tocke za d = 3.

in naj ima v € S sferiéne baricentricne koordinate b := (by, by, b3). Za vsak £ =1,...,d
naj bo

0 .

-1 1 {—1
¢ ) ) (e=1)

¢ -
= el bl + beel
zat+j+k=d—/{. Potem velja
0 pd—
b= Z CEJ-LBZJ(U) (2.7)
i+j+h=d—¢
za vsak 0 < € < d. V posebnem primeru je p(v) = c((;é%).
Dokaz. Dokazujemo z indukcijo na ¢. Enakost (2.7)) o¢itno velja za ¢ = 0. Predpostavimo,
da velja za /—1. Potem z uporabo rekurzivne zveze (2.4)) za Bernsteinove polinome stopnje
d — ¢+ 1 dobimo
0=1) pd—
pv) = Y e BEM W) =
i+j+h=d—t+1
-1 —t ¢ —t
= Z ngk : (ble‘d—l,j,k(U> + bQBz'ij—Lk(U) + b3sz,k—1(U)) =
itjthk=d—t+1

_ d—¢ (-1) (e-1) (-1 \ _
= Z B (v) (blcz‘—l—l,j,k + boCi j g + b3ci,j,k:+1> =
i+ jth=d—t

0) d—
= Z Cz(j;ngjkz(U)-

i+j+hk=d—t
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Za ¢ = d dobimo
d d
p(v) = Z cz(‘jl)fB(()]OO(U> = C(()o)o-
i+j+k=0
]

Primer 13 (Racunanje vrednosti sferi¢cnega polinoma na sfericnem trikotniku v poljubni
tocki za d = 3). Kot vhodni argument dobimo 10 koeficientov c;j, = 9 i+j+k=3

ijk
(glej sliko [2.16]).

©
©
Ca00 Cozo

Slika 2.16: Vhodni koeficienti c{;) za d = 3.

Koeficient C%)O dobimo 1z treh koeficientov niZjega reda cg%)o, cgi)o n cg%)l, kot prikazuje slika

2.7

Slika 2.17: Koeficient visjega reda dobimo iz treh koeficientov nizjega reda.
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Po izreku[13 izracunamo vseh 6 koeficientov prvega reda, prikazugje jih slika[2.18:

el = biclgy + bacsi + bacl), clih = bickih + baclhy + bscll),
Céz)o = b16120 + b2cé(:)a)o + b3cég)1a 0%)1 = blcg%)1 + b2c§q)1 + b3c§%)2>
C(()n = blclll + b20021 + 530012, C(()%))z = blcg%)2 + b2c(()?)2 + b3c(()(()))3-

&)
Coo2

m @)
C200 Co20

Slika 2.18: Koeficienti prvega reda za d = 3.

V naslednjem koraku dobimo 3 koeficiente drugega reda, prikazuje jih slika[2.19;

1
0801 = blclOl + b26011 + 63080)27

Cgoo = 510200 + b20110 + 1730%)1’

001)0 = blcu)o + 520612)0 + bBC(()ll)r

2
Coo1

clOOQ) Colom)
Slika 2.19: Koeficienti drugega reda za d = 3.
Nazadngje dobimo koeficient tretjega reda C(()%)o: ki predstavlja vrednost sfericnega polinoma

na sfericnem trikotniku v poljubni tocki, prikazuje ga slika[2.20:

3) 2
C(()oo = 510100 + b20010 + 53080)1'
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3)
Cooo
®

Slika 2.20: Koeficient tretjega reda za d = 3.
Iz izreka (12| direktno sledi de Casteljaujev algoritem za izrac¢un vrednosti sfericnega poli-

noma p v B-formi.

Algoritem 14 (de Casteljau)
Vhodni podatki: ¢9), i+ j +k = d.

Zal=1,...,d
Zavsei+j+k=d—/
¢ 1 -1 -1
cz% = blcEH,},k + b2c§,j+1),k + b3c§,j,k3—1

Izhod: 2.

Trditev 15. Za koeficient v de Casteljaujevem algoritmu in v (2.7)) velja formula, ki je

analogna formuli za klasicne Bernsteinove bazne polinome:

4 . .
C,f]i: = Z Ci+y’j+“7k+RB£#K<’U), 1+ ] -+ k = d — 6
v+p+r=~

Dokaz. Najprej prepiSemo enacho

ngll)e =biCit1k +b2Cijp1p + 03Cijpr1, t+7+E=d—1,
v enakost
01(]1]2: - (blEl + b2E2 —+ b3E3)Cijk,

kjer Velja Elcijk = Ci+1,j5,k> EQCijk = Cij+1,k n EgCijk = Cijk+1- Potem lahko formulo v
algoritmu prepisemo v

cgfi = (biEy + by + b3E3)C§§’;1)'

Isti postopek uporabimo (¢ — 1)-krat in dobimo
Cz(f?c = (b1E1 + bQEQ + ngg)ECijk
= Y. BLu()EEEjcy
v4pu+r=~L

= Z Ci+y7j+y,k+liB£p,l{ (U>

v+pu+r=~
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2.5 Sferi¢ni polinomi na delih sferi¢nih trikotnikov

Naj bo p sfericni polinom, zapisan v sferi¢ni B-formi sfericnega trikotnika T =
(v1,v9,v3) in w tocka v notranjosti trikotnika 7. Tocka w razdeli T na tri sferi¢ne pod-
trikotnike

Ty = (w,vg,v3), To = (w,v3,v1), T3= (w,vy,0vs).

Naslednji izrek pove, kako zapisati p v sferi¢ni B-formi na vsakem podtrikotniku.

Izrek 16. Naj bodo a = (ay, as, as) sfericne baricentricne koordinate tocke w v notranjosti

T. Za vsak € =1,2,3 naj bo BZ‘Z,;d sferiéni Bernsteinov bazni polinom za T,. Potem je

Z c((J?kBZI,;d(v), vely
i+j+k=d
) Ts,d
p('U) = Z C’Eé;CB’LJZk (U)7 vely ,
i+j+k=d
k
Z cgngg}g’d(v), vels
\ itjt+k=d
kjer so cfﬂz = cz(]k( ) koeficienti, dobljeni v v-tem koraku de Casteljaujevega algoritma z

zacetnim clenom cgjo-,l = Cijk-
Dokaz. Najbo v € Ty in by (v), by(v), bs(v) sferiéne baricentricne koordinate tocke v glede
na trikotnik 7;. Ce vstavimo tocko w = ayv1 + asve + azvs v enacbo v = Z;l(v)w+l~)2(v)v2 +
[;3(1))?)3 dobimo

v = Elalvl + (610,2 + EQ)’UQ + (61@3 + 63)1)3

Torej je
Byl (v) = d!(b1a1)" (bras + by)® (bras + bs)” _
Y Vgl
B
Tv K
- Z V+u+fi,ﬁ Y — n( )Buun+“+ ( )a

pn=0 k=
zavse v+ f+v=d. Ko Byﬁ,y(v) vstavimo v enacbo
T.d
p(’l)) = Z CV,B’YBI/EW( )
v+F+y=d
dobimo

B v
Ti,d v K
p(’U) Z Cupy Z Z BVJr,qun,ﬁ Y — /4( )BZL,;HH— ( )

v+B+y=d pn=0 ~k=0

T17

ik enak

Izberemo = j+pu, vy =k+ kK in v+ pu+ k =i in dobimo, da je koeficient pri B

Z CV7j+M7k+NBZuH( )

v+pu+r=1

kar je po trditvi 15 ravno C[(sz)k Analogno dokazemo formuli za v € Ty in v € T3. O
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2.6 Visanje stopnje sfericnim polinomom

Naj bo ijk sferi¢ni Bernsteinov bazni polinom stopnje d. Ce ga pomnozimo z

1= b3 + b3 + b5 + Bor1babs + Bro1b1bs + Bi1obiba, (2.8)

kjer so [-te kot v lemi , vidimo, da ijk lahko zapisemo kot linearno kombinacijo

sfericnih Bernsteinovih baznih polinomov stopnje d + 2 in da velja
By CByCBsC ...
in
BiCBsCBsC....
Torej lahko vsak sferi¢ni polinom stopnje d zapisemo kot sferi¢ni polinom stopnje d + 2.

Izrek 17. Naj bo p sfericni polinom v B-formi (2.5) glede na sfericéni trikotnik T =

(v1,v9,v3). Potem lahko p zapisemo kot
~ pd
b= Z Cijk:Bij-’];Qa
i+j+h=d+2
kjer so

1

= i = 1oy . . (i~ Dew i
Cijk A+ 1)d+2) (i(s YCi—2.ik + 17 110Ci—1, -1k + J(J )Cij—2k+

+ikBro1Ci—1,j k-1 + k(k — 1)¢ijr—2 + JEBo11Ci j—1.k—1)

in Boi1, Bro1 in Prio kot v lemi[24)

Dokaz. Naj bo p linearna kombinacija sferiénih Bernsteinovih baznih polinomov stopnje

d:
_ E : d
b= CijkBijk-
i+j+k=d
~ .o . . d .
Ce pomnozimo p z (2.8) in vstavimo Bf;; dobimo

d ..
p= > Cige 77 V1005 (BF 05+ 5+ Bonabobs + Brorbibs + Braobib)

i+j+k=d
oziroma
d! o o o o o
p=Y Cijh (TF2000E + DL 20k + DL bAE T + Bon by bt AT 4 B b bR T+
i+j+k=d i
+Buob 0RO
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Po prestavitvi indeksov dobimo

1 d+2)! d—+ 2
p= Z VEEESYZ RN <C¢—2,j,k(i<_—.>+cu QkZ((—)+

171kl k!
i+j+k=d+2 (d + 2)(d + 1) 2)']‘k' 2) k
(d+2)! (d+2)!
+ Ci,j,k—2m +Cij-1k-17 WG — Dk — 1) 1 Bon+
(d+2)! (d+2)! ik
+Ci71’j7k71 (2 — 1)‘]'(1{} ) /8101 + Ci— 1,5—1, k‘( 1) (J . 1)']@'5110 blb%b3'

Upostevamo Bféf = fﬁi, VibibE i+ j + k = d+ 2, in dobimo

1
p= Y, e (i = Deiagk 450 — Deijoan + k(k = 1)c; jx ot
i e (d+2)(d+1)
+ jkcij—1k—1Po1 + ikci—1jk—1P101 + ijcim1j—1.kP110) B

Vidimo, da so novi koeficienti res enaki

1

(d+ 1)(d+ 2) ( ( 1>Cl 2,5,k + Z]Bllocz 1,j—1,k +](j 1>Ci,j—2,k+

Cijk =
+ikBro1Cio1,j k-1 + k(k — 1)¢ijr—2 + JEBo11Cij—1,k-1)

]

2.7 Skréitve sferiénih polinomov na robove

Naj bo p sferiéni polinom, zapisan v sfericni B-formi (2.5) glede na sferiéni trikotnik
T = (v1,v9,v3) in g = ple skréitev p na rob e = (vy,vq). Ker je baricentri¢na koordinatna

funkcija bs(v) enaka 0 za vsako tocko v na robu e, velja

Z Cijo~ i |bzb] Zczd WO ) blbd : (2.9)

i+j=d

Definicija 18. Funkcije oblike (2.9), definirane na kroznih lokih, imenujemo krozni

Bernstein-Beziérovi polinomi.

Krozni Bernstein-Beziérovi polinomi niso algebrai¢ni pa¢ pa trigonometriéni polinomi.
Naj bo C enotska kroznica in e krozni lok, ki povezuje tocki v; = (cosfy,sin6;)? in
vg = (cos by, sinfy)T na C. Potem lahko vsako tocko v € C, v = (cos,sin#)T, enolicno

zapiSemo kot v = byv; + bave. V matricnem zapisu dobimo

C.OS(Q _ C?S 0, C'OS 0, by ‘ (2.10)
sin 0 sinf#, sin6, b
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Stevili by in by imenujemo krozni baricentricni koordinati tocke v. Eksplicitno sta podani

Z

sin (0 — 0)
sin (02 — 91) ’

sin (9 — 91)

bl <0) B sin (92 — 91) '

ba(0) = (2.11)

Definicija 19. Funkcije

BX(#) = <j)b1(9)ib2(9)“, i=0,...,d,

imenujemo krozni Bernsteinovi bazni polinomi.

Izrek 20. Krozni Bernsteinovi bazni polinomi { B4(0)}%_, tvorijo bazo podprostora trigo-

nometri¢nih polinomov stopnje d,

T4 = Lin{sin’ (9) cos™™ (6) }L,.

Dokaz. 1z enach vidimo, da sta by(6) in by(0) linearni kombinaciji cos(6) in sin(0).
Zato produkti by (0)'by(0)%" lezijo v Ty za vsak i = 0,...,d. Iz tega sledi, da krozni
Bernsteinovi bazni polinomi leZijo v 73. Linearno neodvisnost B¢ pokazemo z indukcijo
na stopnjo d. Recimo, da {B! '} tvorijo bazo za T;_;. Pokazimo, da {BZ}d, tvorijo
bazo za T;. Pokazati moramo, da se da vsak ¢len sin’(6) cos? () zapisati kot linearna
kombinacija {BZ}¢, za vsak i = 0,...,d. Fiksirajmo i. 7 upostevanjem indukcijske

predpostavke in (2.10)) dobimo
sin() cos® () = sin’(0) cos? 17 (0) cos() =

( @J( ) >Jb2<9>d-1-j) (cos(61)b1(6) + cos(8a)a(8)) =

M&

ﬁ] (d; ) cos(81)by (6) by (0) 17 4

.
(=)

= B] <d; > cos(fa)by (6)7b2(6)

za neke koeficiente 5. Po zamenjavi indeksa j z k = 7 + 1 v prvem ¢lenu dobimo

sin(6) cos™*(0) = Zﬁk,l (Z a 1) cos(61)by ()% ba(0)F+

S ~ d—1 cos j d=j
Zﬁ( j ) (02)b1 (671 (0)

Ce v prvi vsoti vzamemo k = 0, v drugi pa j = d, dobimo nicelni élen, zato lahko zapisemo

sini(8) cos®~*( _i) [(ﬁk 1< D cos(601) + P (d; 1> cos(@g)) é

S tem je izrek dokazan. O

B(#).
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V [9] je dokazano, da velja

T Lin{1, cos(26), sin(26), cos(40), sin(40), . . ., cos(dh), sin(dh)}, d sod,
T Lin{cos(#),sin(d), cos(30),sin(30), . .., cos(dh), sin(db) }, d lih.

2.8 Homogeni polinomi treh spremenljivk

V tem poglavju bomo pokazali, da so sferi¢ni polinomi skrcitve dolo¢enih homogenih

polinomov treh spremenljivk na sfero S.

Definicija 21. Za poljubno naravno stevilo k pravimo, da je funkcija f, definirana na R3

homogena reda k, ¢e velja f(rz,ry,rz) = r*f(z,y,2) za vsak (z,y,z) € R3 in vsakr € R.

Naj bo Hq = {p € Pa, p je homogen polinom reda d}, kjer je Py prostor polinomov treh
spremenljivk skupne stopnje d. Potem Hg imenujemo prostor homogenih polinomov treh

spremenljivk reda d.

Po definiciji je polinom treh spremenljivk p stopnje d homogen natanko tedaj, ko ga lahko
zapisemo kot
p(z,y,2) = Z Cz’jkxiyjzk'
i+j+k=d

d+2

Ker so monomi ocitno linearno neodvisni, je dimenzija Hy enaka ( 5

). Skonstruirajmo
alternativno bazo za prostor H,.
Naj bo T sferi¢ni trikotnik z oglisci v; = (24,95, 2:), i = 1,2,3 in v = (2,9, 2) € R3. Naj

bodo hi(v), he(v), h3(v) enolicne resitve sistema

1 T2 I3 hi(v) x
Y1 Y2 Y3 ho(v) | = |y | (2.12)
k1 %2 23 hs(v) z
to je
r To9 I3 r1T T I3 r1T To X
Y2 Y3 Y1 Yy ys Y1 Yo
Z Z9 Z3 21 2 Z3 21 k2 Z
hi(v) = ;o he(v) = ;o ha(v) =
Iy T2 I3 Ty T2 T3 Iy T2 I3
Yi Y2 Y3 Y1 Y2 Y3 Yi Y2 Ys
Z1 k2 X3 Z1 2 Z3 Z1 R2 23

Ce tocka v lezi na enotski sferi S, potem so (hy, ha, hs) = (h1(v), ha(v), hs(v)) kar sfericne
baricentri¢ne koordinate iz (2.3)). Vidimo, da so funkcije h;(v) homogeni polinomi reda 1.
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Izrek 22. Funkcije
d!

Hijy = il

v

— KRRt i+ i+ k=,

sestavljajo bazo prostora Hg.

Dokaz. Ker so h; homogeni polinomi reda 1, sledi szjk € Hq. Da dokazemo, da Hmk
tvorijo bazo prostora Hgy, je dovolj pokazati, da tvorijo linearno ogrinjaco za Hg4, to je,
da se da vsak monom oblike z"y*2" z v + u + k = d, zapisati kot linearno kombinacijo
{H ]k}1+3+k a- Za d = 0 izrek oc¢itno velja. Za d = 1 trditev sledi iz dejstva, da je
x = hy(v)z1 + he(v)zy + hs(v)xs in analognih formul za y in z. Splosni primer dokazemo

z indukcijo na stopnjo d. Dokazati moramo, da velja
Z BijnHY e(), vH+p+r=d,
i+j+k=d

za neke koeficiente f3;;,. Recimo, da trditev velja za vse stopnje, manjse od d. Po induk-

cijski predpostavki velja

aytt = w(a" Ty = 0 ( > cuHy (v ))

i+jt+k=d—1

d .
= (V)1 + ho(v)zs + hy(v)Ts) > Oéijk( AF 'k:') hy (v)hy () B (v)
it jtk=d—1
d—1 ;
- Y meg ( >')|k'hz(v)h%(v)h'§(v)+
i+j+k=d
1#0
d—1)l .
> matntag O+
i+j+k=d
Jj#0
d—1) .
S st ,(,(k )1)h()h%(v)h’§(v),
i+j+k=d
kA0

za neke koeficiente «j, 1+j+k = d—1. Definirajmo a_; j, =0, 0 1, =0in oy ;1 = 0.

Potem lahko vsote zdruzimo in dobimo

, _ d—1) ., .
x”y“z“ = Z (xlzai_lyj,k + X2)0G -1k + .173]6041'7]'7]{_1) (Z' "k') hl(v)hjz(v)hlg(v) =
i+j+k=d )
B (w1i0G_1 5% + T2j0y i1k + T3koy j k1)
- Z d H’ij‘( )

itj+k=d
Iskani koeficienti f3;;; so torej enaki

(Tri01 ik + Tojv jo1 6 + T3kov jr—1)

d
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Prostor sferi¢nih polinomov By je tesno povezan s prostorom Hy. Velja namre¢ By = Hyls-
Z uporabo te zveze in izreka lahko sedaj dokazemo linearno neodvisnost sfericnih

Bernsteinovih baznih polinomov.

d+2

Posledica 23. Prostor By ima dimenzijo ( 5

) in sferiéni Bernsteinovi bazni polinoms
{ngk}iJerrk:d tvorijo njegovo bazo.

d

d
ijk i

Dokaz. Zadosca pokazati, da so Bf linearno neodvisni. Za vsak i +j +k = d je By,

skrcéitev homogenega polinoma Hfjk na sfero S. Predpostavimo, da velja

Z Cijszdjk('U) =0

itj+k=d

za vsak v € S. Tz tega sledi, da je 37, .\, cijrtl (v) = 0 za vsak v € R®. Po prejsnjem

ijk
izreku so ¢;j; = 0, kar pomeni, da so B@'djk res linearno neodvisni. O

Lema 24. Naj bo T = (vy,v9,v3) in za vsak i = 1,2,3 naj bo a; dolzina loka roba T, ki

je nasproten ogliscu v;. Potem velja
1= b7 + b3 + b3 + Bor1babs + Brorbibs + Briobibe,

kjer so

Boir = 2cosay, Pion =2cosaz, P10 =2cosas

in (b1, be, bg) sfericne baricentricne koordinate poljubne tocke sfericnega trikotnika.
Dokaz. 1z rezultatov za homogene polinome sledi, da lahko za (z,y, z) na sferi funkcijo
1=a2%+9°+ 22
zapisemo kot linearno kombinacijo funkcij
{63, b3, b3, biba, bibs, babs}.

Koeficiente dobimo iz linearnega sistema, ki ustreza interpolaciji oglis¢ in vmesnih tock
na robovih sfericnega trikotnika 7. IS¢emo torej koeficiente c;, ¢, c3, ¢4, c5 in cg, ki

zadoscajo enachi
1= Clb% + Cgbg + Cgbg + C4b2b3 + C5b1b3 + Cﬁblbg. (213)

Ce vzamemo sferiéne baricentri¢ne koordinate (by, by, bs) = (1,0,0), ki pripadajo tocki
vy in jih vstavimo v enacbo (2.13), dobimo ¢; = 1. Ce vzamemo sferi¢ne baricentri¢ne
koordinate tock v, in vy vidimo, da sta tudi koeficienta ¢, in c3 enaka 1. Izracunajmo

Se koeficient c¢g. Naj bo C' enotska kroznica, ki povezuje tocki v; = (cosfy,sinf;)? in
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vy = (cos b, sin 02)T. Vzemimo tocko v, ki lezi na sredini kroznega loka med tockami v,
01+62
2
kot linearno kombinacijo v1 in vy (b3 je na robu (vy,vs) enak 0), torej kot v = byvy + byvs.

in vy. Potem v zapisemo kot v = (cos ,sin %)T. Vemo, da lahko toc¢ko v zapiSemo

Ker je polmer sfere enak 1 je kot med vektorjema vy in vy enak dolzini kroznega loka med

njima, to je ag = 0 — 61. Izracunajmo koeficient b (6):

oy 0= () s
BT sin(0, — 6,)  sin(f, —6;)  sin(as) 2cos(§)

Hitro vidimo, da je by(6) = b1(f). Vstavimo dobljeno v enac¢bo (2.13)) in dobimo

1= b3 + b3 + cgbyby,

1 1
1 =
2cos?(%) * 064(3082(‘?)’
0ziroma
1
ce = (1 — WQ(%’)) 40052(%) =2 <COSQ(%) — sin%%)) = 2cos(ag).
Koeficienta ¢4 in ¢5 dobimo analogno. O]

2.9 Sfericne harmonicéne funkcije

V tem poglavju bomo pokazali, da ima prostor B, bazo, sestavljeno iz klasi¢nih sferi¢nih

harmonicénih funkcij.

Tocko v = (x,y, z), ki lezi na sferi, lahko zapisemo kot

x sin @ cos ¢
y | = | sinfsing |,
z cos (m —0)

kjer je (0, ¢) € [0, 7] x [0,27). Stevili § in ¢ imenujemo sfericni koordinati tocke v.

Definicija 25. Polinom treh spremenljivk p imenujemo harmonicni polinom, ce velja
Ap = 0, kjer je A Laplaceov operator, definiran kot Af := fuu + fyy + foo. Vektorski
prostor

Vi :=A{pls : p € Py, p harmonicen in homogen reda d}

imenujemo prostor sfericnih harmonicnih funkcij stopnje d.
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Ob danih d in ¢ naj bo

o df
Pifa) = (1 —22)s -0

Py(z), —-1<z<1,

Legendrova funkcija stopnje d in reda ¢, kjer so P; Legendrovi polinomi, ki zados¢ajo

rekurzivni zvezi
d—1 2d — 1

Py(z) = —
z zaCetnima clenoma Py(z) = 1 in Pi(x) = x.
Izrek 26. ), je vektorski prostor dimenzije 2d + 1 in funkcije

Yi201(0,8) := cos(£p)Pi(cos0), €=0,...,d,

Yio0(0,8) := sin(£p) Pi(cos ), (=1,....d,

sestavljajo ortogonalno bazo za Yy glede na standardni skalarni produkt na S,
()= [ 1ais
Se vec, prostori Yo, Vi, ..., Vg so paroma ortogonalni in Pals =Va® Vi1 DB Wo.

Dokaz izreka je spisan v knjigi [1].

Funkcijo Yy, lahko zapiSemo s funkcijami sin in cos. Formulo za d = ¢ = 0 preprosto

izracunamo:
Yo.1(0, ¢) = cos(0) P (cos @) = (1 — cos§)° DY, Py(cosf) = 1.
Analogno izrac¢unamo Se
Y1,1(€7 ¢) = COs 97

}/1,2(67 Qb) = sin ¢ sin 97

Y13(0, ¢) = cos ¢sin 6.
Z visanjem stopnje d formule postajajo vedno bolj komplicirane. Poglejmo si povezavo
med sferi¢nimi polinomi in sferi¢nimi harmoni¢nimi funkcijami.

Izrek 27. Za d > 1 velja dim(Py|s) = (d +1)? in Pyls = B4 D By_1. Se vec,

Bd:{yo@:)b@”'@y%, d =2k (2.14)

VMOVs @ ®Vopr, d=2k+1
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Dokaz. Naj bo d = 2k. Pokazimo, da je za vsak ¢ = 1,...,k, Yo podprostor prostora
By. Naj bo p polinom v 2¢ + 1 dimenzionalnem prostoru ),;. Potem je p polinom
stopnje 27, ki je homogen reda 2i. Na S pa je p ekvivalenten polinomu stopnje d, to
je ¢ = (2% + y? + 224 %p, ki je homogen reda d in zato p € By. Iz ortogonalnosti
sferi¢cnih harmoni¢nih funkcij (izrek sledi linearna neodvisnost mnozice baznih funkcij
povezanih z U¥_ Vs, Za d = 2k, formula sledi iz dejstva, da je dimenzija prostora

B, enaka (df) = Zfzo(éli + 1). Dokaz za liho stevilo d je podoben.
Enakost Pyls = By @® By_1 sledi iz formule Pyls = Vg ® Va1 B -+ - @ Vo, ki je navedena v
izreku [26] ]

Primer 28. Oglejmo si primer, ko je d = 2. Hitro vidimo, da je
yo = Lln{l},

yl - Lin{l'7 Y, Z}?

YV, = Lin{ay, vz, yz, 2° — y*, 2° — 2°}.

Zato je By = Yo @ Vo dimenzije 6, By = Y1 pa dimenzije 3. Torej bo prostor Pslg
dimenzije 9. Dimenzija prostora Py je enaka 10, ko prostor skréimo na enotsko sfero S

pa se dimenzija zmanjsa za 1.

Tabela prikazuje dimenzije razlicnih prostorov za 0 < d < 5.

d|Ya| Ba|Pas | Pa
01 1 1

113 4 4

215 16 |9 10
317 |10 ] 16 20
419 15 | 25 35
5111 |21 | 36 56

Tabela 2.1: Dimenzije prostorov za 0 < d < 5.

2.10 Sfericne krpe

Definicija 29. Naj bo p sfericni polinom, zapisan v B-formi . Potem definiramo
njegove sfericne kontrolne tocke kot ¢ = cijrviji, ¢ +J + k = d, kjer so v;j, domenske
tocke v sfericnem trikotniku ([2.6)).
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Definicija 30. Naj bo p sferiéni polinom, zapisan v B-formi , definiran na sfericnem
trikotniku T = (vy,vq,v3). Sferiéno krpo definiramo kot povrsino P = {p(v)v;v € T}, ki
lezi v R3.

Definicija 31. Sferi¢no kontrolno mrezo dobimo tako, da poveZemo vse sferiéne kontrolne

tocke.

Primer 32. Pogleymo si primer sferiénih kontrolnih tock in kontrolne mreze za dan tri-

kotnik. Naj bodo oglisca trikotnika enaka

o (0.1,0.2,1)
01,02, D))
L (401
27 4,0, D
(2,3,1)
1)3_
1(2,3,1)]

Za n = 3 dobimo 10 domenskih tock v sfericnem trikotniku

voos = (0.534522,0.801784,0.267261),
v102 = (0.444843,0.68587,0.575931),
v9o1 = (0.278239, 0.45457,0.846138),
v300 = (0.09759,0.19518, 0.9759),
(0.75301,0.592148, 0.286944),
(0.667117,0.415097, 0.618587),
(

(

(

(

Vo12 =
V111 =
v910 = (0.46334,0.15521, 0.872483),
voo1 = (0.913871,0.296074,0.277813),
v190 = (0.810273,0.0776049, 0.580892),
vozo = (0.970143,0,0.242536).
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Ce si izberemo koeficiente

Coos = 1.9345,
Cro2 = 1.12724,
Ca01 = 2.00803,
cs00 = 2.63122,
Cor2 = 0.892535,
i1 = 0.502286,
Ca10 = 1.60467,
coz1 = 0.900301,
C1a0 = 0.843023,
Cozo = 2.22911,

potem. so sfericne kontrolne tocke enake

Coos = (1.03404, 1.55105, 0.517018),
G102 = (0.501443,0.773138, 0.64921),
Ga01 = (0.558712,0.912789, 1.69907),
Cs00 = (0.256781,0.513562, 2.56781),
Cor2 = (0.672087,0.528513,0.256107),
Zi11 = (0.335084, 0.208498, 0.310708),
Ca10 = (0.743507,0.24906, 1.40004),
Coa1 = (0.822758,0.266556, 0.250116),
C1a0 = (0.683079,0.0654227, 0.489705),
Cozo = (2.16256, 0, 0.540639).

Sferi¢ne kontrolne tocke prikazuje slika sferiéno kontrolno mrezo pa slika [2.23.

Slika prikazuje sfericno krpo za dane podatke, na sliki pa sta sfericéna krpa in

kontrolna mreZa izrisani skupaj.

Ker je funkcija p = 1 vsebovana v B, za vsako sodo stevilo d, lahko za vsako sodo stevilo
d in poljubno konstanto a skonstruiramo sfericno krpo, ki lezi na konstantni visini a nad
sfericnim trikotnikom 7. Ta krpa je sferi¢ni trikotnik, ki ne lezi na enotski sferi, pa¢ pa
na sferi s polmerom 1 + a. Naslednji izrek nam pove, da ne moremo konstruirati takih

sfericnih krp, ¢e je d liho Stevilo.
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Slika 2.21: Sferi¢ne kontrolne tocke.

Slika 2.22: Sferi¢na kontrolna mreza.
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Slika 2.24: Sferi¢na krpa s kontrolno mrezo.

35
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Izrek 33. Naj bo T sfericni trikotnik in d liho Stevilo. Potem ne moremo najti polinoma
p stopnje d, definiranega na sferiénem trikotniku T, za katerega bi veljalo p(v) = 1 za

vsak v € T.

Dokaz. lzrek dokazimo s protislovjem. Recimo, da imamo sfericni polinom p stopnje
d = 2k + 1, ki zados¢a enakosti p(v) = 1 za vsak v € T. Potem lahko po izreku
skréitev polinoma p na rob e sferi¢nega trikotnika 7' zapiSsemo s kroznimi Bernsteinovimi

baznimi polinomi kot

0) = (a;sin((2j + 1)6) + b cos (2] + 1)6))

Jj=0

kjer je p(f) = 1 na nekem nepraznem intervalu [0y, 0]. Ce p odvajamo po 6, dobimo

Mx

(a;(27 +1)cos((25+1)8) —b;(2j + 1)sin ((25 + 1)0))

j=0
na intervalu (6y,6:). Ker sta sin in cos linearno neodvisni funkciji, iz enacbe sledi, da so
aj =b; = 0zavse j =0,...,k, kar pomeni, da je p(d) = 0. To pa je v protislovju s
predpostavko. O



Poglavje 3
Odvodi sferi¢nih polinomov

V tem poglavju bomo spoznali formule za odvode homogenih in sfericnih polinomov ter

opisali pogoje za gladkost sfericnih polinomov preko robov sferiénih trikotnikov.

3.1 Smerni odvodi funkcij na sferi

Naj bo f funkcija, definirana na enotski sferi S. Z v oznac¢imo tocko na sferi S in vektor,
ki se zacne v izhodiscu sfere in konca v tocki v. Naj bo g enotski vektor, pravokoten na
vektor v in naj bo Il ravnina skozi tocko v, ki jo doloc¢ata vektorja ¢g in v. Presek te ravnine
s sfero doloca kroznico, ki poteka skozi tocko v. Recimo, da kroznico parametriziramo z
a(f) glede na njeno dolzino tako, da velja a(0) = v. Vektor g dolo¢a smer tangentnega

vektorja na kroznico a v tocki v.

Definicija 34. Ce je f dovoljkrat zvezno odvedljiva funkcija na S, definiramo odvod f v

tocki v v smeri g kot
df (a(6))

Dyf(v) = a0 b0’

Analogno definiramo odvode visjega reda.

Naslednja lema pove, kako izracunati smerni odvod funkcije f v tocki v z obicajnim

smernim odvodom razsirjene funkcije F'.

Lema 35. Naj bo F funkcija treh spremenljivk, za katero velja F|s = f. Potem za

poljubno tocko v na sferi S in poljuben enotski vektor g, pravokoten na vektor v, velja
Dyf(v) = DyF(v),

kjer je DyF' obicajen smerni odvod funkcije F' v smeri g.

37
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Dokaz. Naj bo a(0) = (z(0),y(0),z(0))T. Potem je g = (2/(0),%'(0),2'(0))T. Po veriznem
pravilu dobimo

dF(a(0))

T‘gzo = gTVF(v) = DgF(U)

]

Ce imamo funkcijo f, definirano na sferi S, lahko funkcijo F' iz leme skonstruiramo
kot katerokoli homogeno razsiritev f na R3\ {0}. Iz dokaza leme vidimo, da dobimo isto

vrednost za odvod ne glede na to kaksne stopnje je razsiritev.

Definiramo lahko tudi smerne odvode visjih redov funkcije f, definirane na sferi S. Za
vsako tocko v € S naj bo g(v) vektorsko polje, tangentno na S v tocki v in F taka funkcija
treh spremenljivk, da velja F|s = f. Naj bo g(v)TVF(v) neskonénokrat odvedljiva in
h(v) normalni vektor tangentne ravnine na sfero S v tocki v. Potem lahko definiramo
smerni odvod drugega reda. Najprej homogeno razsirimo g(v)?'VF(v), vzamemo smerni

odvod v smeri h in zoozimo na sfero S. Dobimo
DuD,f(v) :== h(v)"V[G(v)'VF(v)] za vsev € S,

kjer je G neka homogena razsiritev g.

3.2 Smerni odvodi sfericnih B polinomov

Smerne odvode sferi¢nih polinomov lahko izra¢cunamo s pomocjo smernih odvodov njiho-

vih homogenih razsiritev. Da izra¢cunamo odvode polinoma
Z d
P = CijkBijk’
i+j+k=d
si pomagamo s homogenim polinomom treh spremenljivk
= ik (3.1)
i+j+k=d

Lema 36. Naj bodo hy, hy in hs enolicne resitve sistema (2.12)) in g vektor iz R®. Potem
velja
Dghz‘ = hl(g), 1= ]_, 2, 3.
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Dokaz. Poglejmo si dokaz za ¢ = 1. Naj bodo vy, vs, v3 oglis¢a sfericnega trikotnika 7" in

v € R3. Hitro lahko izracunamo

Dyhy = g"Vhy =
0 det(v,v2,v3) 0 det(v,v2,v3) 0 det(v,v2,v3)
:gT sz 3 _|_ 8y2 3 + 822 3 _
det(vq, v2, v3)
Y2 Y3 i T2 X3 To T3

| *2 A3 2 %3 Y2 Yz |

—9 det(Ul,Ug,Ug) N

_ det(g7v27v3) —h (g)

det(vy, ve, v3) !
Enakost analogno dokazemo za ¢ = 2 in 7 = 3. [

Z uporabo veriznega pravila in upostevanjem leme 36| dobimo naslednjo formulo za smerni

odvod poljubnega homogenega polinoma.

Lema 37. Naj bo p € Hy homogen polinom stopnje d. Potem velja

Dyp(v) = (hi(g), h2(g), h3(9)) Vip(v), (3.2)

T
o (00 0N
Ohi’ Ohy’ Ohs

Z uporabo enakosti (3.2)) lahko dobimo eksplicitno formulo za smerni odvod poljubnega

kjer je

homogenega polinoma oblike . Naj bodo ngk =cjrzat+j+k=din g, g2, ..., gm
enotski vektorji. Za vsak ¢ = 1, ...,m naj bo
¢ -1 -1 -1 o
i = (g)el o) T halgel s+ halgelly, it k=d—t  (33)
Koeficienti cgl)C so sicer odvisni od vektorjev gq, ¢o, ..., g¢, niso pa odvisni od njihovega
vrstnega reda. Slednja izjava sledi direktno iz rekurzivne zveze, pa tudi iz naslednjega

izreka.

Izrek 38. Za poljuben 0 < m < d velja

d! m
Dy, g3....gmP(V) := Dg, Dy, ... Dy, p(v) = m Z Ejk)HZk (v). (3-4)
D itjtk=d—m

Dokaz. Izrek dokazemo z indukcijo na m. Naj bo m = 1. Z upostevanjem leme in

preureditvijo indeksov dobimo
a ;
DuHiu(0) = Do (5000

= d (HZ (0)bha(gr) + HEL (0)ha(gr) + H L (0)hs(g1))
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za i1+ j+ k = d. Ko dobljeno vstavimo v enacbho

0
D91p(v): Z Cz(‘jIZ:Dmszjk(U)v
i+j+h=d

preuredimo indekse in upostevamo rekurzivno zvezo (3.3)), dobimo

Dyp(v) = Y e0d (HEL ((0)hi(g0) + HE (0)ha(g1) + HE L (0)hs(a1))
i+j+k=d

0 0 0 _
=d Z (Cz(—i-)l,j,k:hl(gl) + Cg,j)+1,kh2(91) + Cz(,j),k-&-lh?)(gl)) ngkl(v)
itjt+k=d—1

1 d—
=d Z Cz(jl)cHijkl(’U)?
i+j+h=d—1
kar dokazuje izrek za primer, ko je m = 1. Recimo, da izrek velja za m — 1, torej da velja
enakost

d )
Dy, Dy, ... Dy, _,p(v) = d—m+) > Cz(jk 1)Hz‘djk (v). (3.5)
it jtk=d—m+1

[zracunajmo smerni odvod
Dy 1254 0) = Dy (00 )
(d=m+1)!, . ;
= AT R RS (0) Dy, (0)+
+ihi () (0)h5 (0) Dy, ha(v) + ki (0) g (0) 5~ (v) Dy, hs(v))

= (d—m+1) (L7 1 (0)ha(gm) + HJ pho(gm) + H 3 hs(gm) -

Vstavimo dobljeno v enacbo (3.5). Po preureditvi indeksov in upostevanju rekurzivne

zveze (3.3)), dobimo

d! (m—1) d—m+1
Dy, ... Dy, p(v) = m i+j+kzd—m+16ijk Dy, Hij, (v)
—d' (m=1) (m—1)
- (d—m)! Z (Ci+1,j,kh1 (gm) + Ci,j+1,kh2(gm)+

" itj+k=d—m
m—1 —m
+ o ha(gm) ) His™ (v)

d! (m) prd—m
= d—m) Y. i HEM W),

D itj+k=d—m

s ¢imer smo dokazali izrek. ]

Naj bo p homogen polinom oblike (3.1). Potem iz lastnosti koordinat hy, ho, hs3 sledijo

enakosti p(vy) = caoo, P(v2) = coao in p(v3) = cgoa. Formule za odvod polinoma p se v
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ogliscih sfericnega trikotnika 1" poenostavijo v

d! m

Dy,....gnp(v1) = mcé_gn,o,m (3.6)
d! m

Dgl ----- gmp<'U2) = (d m)!cé,d)m 0’
d! m

Dg1 ,,,,, gmp<v3) = (d m)|c((),0?d—m

Poglejmo si te formule v nerekurzivni obliki. Naj bo ¢ enotski vektor, ki lezi v ravnini,
ki gre skozi izhodisce in oglisci vy in vy. Ker je g linearna kombinacija vektorjev vy in s,
velja h(vs) = 0, enakost (3.6 vsebuje le koeficiente cq 00, - .-, Ca—mmo- lzra¢unajmo prvi
odvod v ogliscu vy

Dyp(vy) = d—1)1-100 = d (h1(g)ca0,0 + h2(g)ca-1,1,0) -

Poglejmo si se, kaksno formulo dobimo za drugi odvod v ogliscu vy:

)l €4-2,0,0

(d—2
=d(d—1) (hl (9)02121,0,0 + h2(9)02122,1,0>
=d(d — 1) (hi(g)can0 + 2h1(g9)ha(g)ca-1,10 + h3(g)ca—2.20) -

sz(vl) =

Poglejmo si Se mesan drugi odvod. Naj bo ¢g; kot g zgoraj in go enotski vektor v ravnini,
ki gre skozi izhodis¢e in oglis¢i vy in v3. V tem primeru je ho(gs) = 0,
d! @)
Dy, gop(v1) = —(d — 2)!%72,0,0
= d(d —1) (hi(g2)c hs(g2)c
( ) 1(92)Cd—1,0,0 + 3(92>Cd—2,0,1

in formula (3.6 se poenostavi v

Dy, g,p(v1) = d(d — 1) (h1(g1)h1(92)ca00 + h1(g2)h2(g1)Ca—1,1,0+
h1(g1)h3(92)0d—1,o,1 + h2(91)h3(92)0d—2,1,1) .

Poglejmo si odvod homogenega polinoma D, na robu e = (vy, v2) sferi¢nega trikotnika 7T,
v smeri vektorja g, ki ne lezi v ravnini, ki gre skozi izhodisce in tocki v; in vo. Na robu e
je hs(v) = 0. Po izreku je za vsak 0 < m < d odvod Dj'p homogen polinom stopnje
d — m na robu e. Na primer, ¢e je p kubi¢ni polinom (d = 3) in m = 1, potem je Dyp(v)

kvadratni polinom

Dyp(v) = 3 (b () + 2eihn ()ha(v) + ciph3()) v ee.
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3.3 Gladek prehod dveh sferiécnih polinomov preko

robov sferi¢nih trikotnikov

V tem poglavju bomo raziskali potrebne in zadostne pogoje za gladek prehod dveh
sfericnih polinomov na sosednjih sferi¢nih trikotnikih preko skupnega roba. Najprej si

poglejmo izrek o homogenih polinomih na sosednjih sferi¢nih trikotnikih.

Izrek 39. Naj bosta T in T sfericna trikotnika z oglisci {vy, v, v3} in {vy, vs3,v5}. Naj
bodo aq,as,as sfericne baricentricne koordinate oglisca vy glede na sfericni trikotnik T,
torej vy = 2?:1 a;v;. Naj bosta

p(v) = Z Ciijz'djk(U>7

i+j+k=d
~ < frd
p(v) = Z Ciijz’jk(U>7
i+j+k=d
kjer so {H{ijk} in {[:Ifék} homogene Bernsteinove bazne funkcije na trikotnikih T in T.
Potem se poljuben odvod p reda najve¢c m ujema z ustreznim odvodom p v vsaki tock:

ravnine, ki poteka skozi izhodisce ter tocki ve in vz natanko tedaj, ko velja

6njk = Z CV,IC+H’]'+NH11}NH (U4>7 (37)
vt+pt+Kr=n

zavsej+k=d—minn=0,...,m.

Dokaz. Definirajmo polinoma treh spremenljivk

P(v) == Z Cijleidjkl(v>7

it+jt+k+l=d
- o 5 g
P(v) = § Cijleijkl(U>v
itjtk+l=d
kjer sta
) Cijks [=0
Cijkl — . ;
0, sicer
~ . éijk:; l = 0
Cijrl = .
0, sicer

in Bidjkl<v) B-polinomi treh spremenljivk stopnje d v baricentricnih koordinatah na te-
traedru {vy, vq,vs, 0}, éfjkl(ﬂ) pa B-polinomi treh spremenljivk stopnje d na tetraedru
{vy,v3,v9,0}. Po izreku v knjigi [7] je prehod teh polinomov C™ zvezen natanko tedaj, ko
velja

Cijkl = Z CV,H+u,j+fi,l+/\Biun)\(v4)v (38)

v+ p+Rr+A=1
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zai+j+k+1=dini=0,...,m. Ceizberemo ! = X\ = 0, enakost (3.8) velja natanko
tedaj ko velja enakost (3.7). Ker velja P = p in P = p, je izrek dokazan. O]

Zapisimo ta rezultat za sfericne polinome.

Izrek 40. Naj bosta T = (v, v9,v3) in T = (vy4, v3, v9) sfericéna polinoma s skupnim robom
e = (vg,v3). Naj bosta

p(v) = Z Cijszdjk(U)v

it+j+k=d

plo) = Y EnBi(v),

i+j+k=d
kjer so {B%,.} in {ng} sfericni Bernsteinovi bazni polinomi na trikotnikih T inT. Potem
se poljuben odvod p reda najve¢ m ujema z ustreznim odvodom p v vsaki tocki skupnega

roba e natanko tedaj, ko velja
~ _ n
Cnjk = E : CV7k+M7j+HBVuH(U4)7
v+put+r=n

zavsej+k=d—minn=0,...,m.

Dokaz. Vsak sfericni Bernsteinov bazni polinom ijk se da razsiriti do homogenega Bern-

steinovega baznega polinoma H¢,. Rezultat nato sledi direktno iz izreka O]

ijk*

Primer 41. Razpisimo formule iz izreka[f0 za d = 3,4 inn = 1,2.

1. Naj bo d = 3.

Zan =1 dobimo sledece formule:

® Cip = 010231100(U4) + 00123810(?14) + 00033601(1)4);

o 111 = ci11Bigg(va) + co21Bio(va) + cor2 B (va),

® Cig2 = 120 Bigo(va) + co12Bg50(va) + coo1 By (va)-
Graficno (glej sliko to pomeni, da tocke ¢, ;i iz sfericnega trikotnika T, kjer je
n =1, dobimo kot kombinacijo treh tock iz sfericnega trikotnika T
Za n = 2 dobimo sledeci formuli:

® G210 = 201 B300(va) + con1 Biag (04) + cons Biioa (va) + 111 Biyo(04) + €102 By (va) +

2
co12B511 (va),

o (o1 = C210B300(v4) + €030 BGao(Va) + Co12 B3 (v4) + c120B7 10 (v4) + 111 B (va) +

co21 B3, (vs).
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Slika 3.1: Povezava med tockami sferiénih trikotnikov 7in T za d = 3 in n = 1, ki doloca

C! zveznost.
Graficno (glej sliko to pomeni, da tocki ¢, iz sfericnega trikotnika T, kjer je
n =2, dobimo kot kombinacijo Sestih tock iz sfericnega trikotnika T .

2. Naj bo d = 4.

Za n =1 dobimo sledece formule:

® Ci30 = 01033100 Uyg) + 00133010 Vyg) + 00043001 V4),

V1) + co13Bgo; (V4),

(v4) (v4) (v4)
o G191 = C112Bigo(vs) + Co22Bgo(v4) 01 (V)
® Crip = 121 Blog(va) + co31 Bizo(va) + oz By (v4),
® Cio3 = C130Bigg(va) + coa0Bgzo(va) + coz1 By (v4)-
Graficno (glej sliko to pomeni, da tocke Cyj;i, 1z sfericnega trikotnika T, kjer je

n =1, dobimo kot kombinacijo treh tock iz sfericnega trikotnika T .
Za n = 2 dobimo sledece formule:

® (o = 02023300(?)4) + 00223320(1)4) + 00043302(04) + 01123510(1)4) + 61033%01(04) +

co13 B3y, (va),
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Slika 3.2: Povezava med tockami sferiénih trikotnikov 7 in T za d = 3 in n = 2, ki doloca

C? zveznost.

o Co11 = Co11B300(v4) + 031 Bilyg(va) + Co13 B3 (v4) + 121871 (v4) + 112 B (va) +
co22 B (va),
o (an2 = C220B300(v4) + €040 BGag(Va) + Co22 B3 (v4) + c130B710(v4) + 121 B (va) +

co31 B3, (va).

Graficno (glej sliko to pomeni, da tocke Cyj;i 1z sfericnega trikotnika T, kjer je

n =2, dobimo kot kombinacijo Sestih tock iz sfericnega trikotnika T'.

3.4 Interpolacija

V tem poglavju si bomo pogledali, kako interpoliramo dane tocke v R3.

Naj bodo fjx, ¢ +j + k = d, dane vrednosti iz R, v;;x, i + j + k = d, pa tocke na sferi.

_ d
p= § CijkBijk;,

i+j+k=d

Iscemo tak sfericni polinom

da bo veljalo p(v;;x) = fijk. Izracunati moramo torej koeficiente ¢;;,. Te dobimo z resitvijo
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Slika 3.3: Povezava med tockami sferiénih trikotnikov 7in T za d = 4 in n = 1, ki doloca

C! zveznost.

linearnega sistema enacb

p(,UU,u,H) = Z CijkBl'djk(Uyun)y v+ 1% + K= d.
i+jt+k=d

Dobimo koeficiente ¢;ji, @ + j + k = d, ki jih uporabimo za izracun vrednosti polinoma v

ostalih tockah sfericnega trikotnika.
Razpisimo sistem enacb za primer, ko je d = 2.

Oznac¢imo z B matriko

[ B2, (vo2) By (voo2)  Baoo(voo2)  Bayy (voo2)  Biio(vooz)  Biag(vooz) |
B (vio1)  Bioi(vion) Bigo(vio) B (vior) Biio(vior)  Biao(vion)
B— Bgoz (v200) B%m (v200) 32200(”200) Bc2>11 (v200) 3%10(0200) 3(2)20(“200)
Bioa(vo11)  Bioi(vorr)  Bioo(von) Biii(vor) Biig(voir)  Biag(von)
Bigo(vi10)  Bigi(vio) Bigo(viio) Bii(viio) Bhig(vito)  Biag(viio)
Bioa(vo20)  Bioi(vo20) Bioo(voz0) B (vo20) Biig(vozo)  Bag(vo20) |
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Slika 3.4: Povezava med tockami sferiénih trikotnikov 7 in T za d = 4 in n = 2, ki doloca

C? zveznost.

Potem je sistem enacb, iz katerega dobimo koeficiente ¢;j;, enak

(voo2) €002
p(vion) C101
p(v200) - B €200
p(voi1) Co11
p(v110) €110
_p(Uozo)_ | €020 |

Primer 42. Poglejmo si konkreten primer izracuna koeficientov za d = 2. Vzemimo
ogliséa trikotnika vy, vy, v kot v primeru [33. Za d = 2 dobimo 6 domenskih tock v
sfericnem trikotniku

voo2 = (0.534522,0.801784,0.267261),

v101 = (0.368721,0.581545,0.725156),
(0.09759,0.19518,0.9759),
(0.845535, 0.450556, 0.286477),
(
(

V200 =

Vo11 =
V110 = 0.654333,0.119611,0.746687),
vo20 = (0.970143,0,0.242536).
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Izberimo vrednosti

f(voo2) = 2,
f(vio1) = 2.5,
f(l)go()) == 25,
f(v(]ll) = 17,
f(v110) = 2.5,
f(voz0) = 2
Matrika B je v nasem primeru enaka
[ 1 0 0 0 0 0 |
0.340257 0.680514 0.340257 0 0 0
B 0 0 1 0 0 0
0.315779 0 0 0.631559 0 0.315779 |’
0 0 0.375554 0 0.751108 0.375554
0 0 0 0 0 I
izracunani koeficienti pa so enaki
Coo2 = 27 Ci101 — 142369,
Co00 — 0691752, Co11 = 25,
SC110 = 107842, Co20 — 2.

Interpolacija s sfericnim polinomom na tem trikotniku je izrisana na sliki[3.9

Na sliki je prikazan zvezni sferi¢ni zlepek stopnje 3 na dveh trikotnikih skupaj z inter-
polacijskimi tockami. Ce bi zeleli bolj gladek sferi¢ni zlepek pa bi uporabili Se povezave

med koeficienti ¢;j; in &5, ki smo jih navedli v poglavju [3.3]
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Slika 3.5: Interpolacija s sfericnim polinomom stopnje 2 na enem trikotniku.

Slika 3.6: C° interpolacija s sfericnim zlepkom stopnje 3 na dveh sferi¢nih trikotnikih.



Poglavje 4
Sfericne triangulacije

V tem poglavju bomo povedali nekaj osnovnih lastnosti sferi¢nih triangulacij.

Definicija 43. MnoZico sfericnih trikotnikov /\ := {T;}Y., imenujemo sferi¢na triangu-

lacija, ce je presek dveh poljubnih trikotnikov prazen, oglisce ali rob.
Z Q= Uf\il T; oznacimo unijo vseh sfericnih trikotnikov v sferiéni triangulaciji.

Najgbolj nas zanima primer, ko je Q2 = S. V tem primeru pravimo, da sfericna triangulacija
A pokriva S.

Ce zelimo govoriti o povezavi med stevilom oglis¢ V', tevilom robov E in §tevilom sferiénih
trikotnikov N v sferi¢ni triangulaciji, moramo lociti med primerom, ko sferi¢na triangu-
lacija A pokriva sfero S in primerom, ko je ne. Najprej si poglejmo primer, ko sfericna

triangulacija ne pokriva sfere.

Definicija 44. Naj bo A sfericna triangulacija domene 2 C S. Pravimo, da je sfericna
triangulacija /\ oluséljiva, ce wvsebuje le en sfericni trikotnik ali, ¢e jo lahko dobimo iz
oluscljive sfericne triangulacije A tako, da dodamo en sfericni trikotnik T', ki se dotika
A natanko vzdols enega ali dveh robov.

Pravimo, da je sferi¢na triangulacija /\ regularna, ce je oluscljiva, ali ce jo lahko dobimo
12 olusclyive triangulacije A tako, da odstranimo eno ali veé olusclyivih podtriangulacig,

kjer so vsa oglisca notranja oglisca A.

Ocitno je, da za regularno sferi¢no triangulacijo, ki ne pokriva sfere S, veljajo enake

Eulerjeve lastnosti kot za ravninski primer (glej [7]).

Trditev 45. Naj bo A oluscljiva triangulacija, ki ne pokrije sfere. Potem velja

1) EB = V37

20
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2) By =3V + Vg — 3,
3) N=2V;+ Vg —2,
kjer je Eg Stevilo zunangih robov, Vg Stevilo zunanjih oglis¢, Er Stevilo notranjih robov,

Vi stevilo notranjih oglisc, N pa Stevilo trikotnikov v sferiéni triangulaciji.

V naslednjem izreku bomo videli, kako se povezava med oglisci, robovi in Stevilom sferi¢nih

trikotnikov spremeni v primeru, ko sferi¢na triangulacija pokrije sfero S.

Izrek 46. Naj bo A\ sfericna triangulacija, ki pokrije sfero S. Potem velja

1) E=3%,
2) N =2V —4,
3) E =3V —6,

kjer z V., E in N oznacimo Stevilo oglis¢, robov in trikotnikov v sfericni triangulaciji.
Dokaz. Dokazujemo vsako tocko posebe;j.

1) Ker ima vsak sferi¢ni trikotnik tri robove, je vseh robov 3N. Vendar je vsak rob

Stet dvakrat, zato je robov v sfericni triangulaciji %

2) Ce vsak sfericni trikotnik zamenjamo z ravninskim trikotnikom, ki poteka skozi ista
oglis¢a in gledamo tetraedre, katerih oglis¢a so oglisca sferi¢nih trikotnikov in iz-
hodisce sfere, dobimo tetraedicno razdelitev. Po izreku v [7] velja Fp = 2Vp — 4,
kjer je Fp stevilo zunanjih lic, Vp pa Stevilo zunanjih oglis¢ tetraedri¢ne razdelitve.
Ker je stevilo trikotnikov N v sferi¢ni triangulaciji enako stevilu ravninskih triko-
tnikov Fp v tetraedric¢ni razdelitvi, stevilo oglis¢ V' v sfericni triangulaciji pa enako

Stevilu zunanjih oglis¢ Vp v tetraedricni triangulaciji, je dokaz koncan.

3) Tretjo enakost dobimo tako, da vstavimo drugo enakost v prvo.
]

Kot v ravninskem primeru imamo tudi za sferi¢ne triangulacije mnogo algoritmov, s kate-
rimi lahko konstruiramo sfericne triangulacije. Algoritem za konstruiranje Delaunayjevih

sferi¢nih triangulacij je opisan v knjigi [§].
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Slika 4.1: Kot v ogliséu v, sfericnega trikotnika 7.

Naj bo T" = (v1,v9,v3) sfericni trikotnik. Potem je za vsak ¢ = 1,2,3 kot sfericnega
trikotnika 7" v oglis¢u v; definiran kot kot med tangentami na loka, ki potekata skozi

vektorja v; in v;4 1, ter v; in v, 5. Kot v oglis¢u v; prikazuje slika 4.1

Vsota kotov sferi¢nega trikotnika bo vedno veéja od w. Za sfericno triangulacijo A s 64

ozna¢imo najmanjsega od kotov v triangulaciji.



Poglavje 5
Prostori sfericnih zlepkov

V tem poglavju si bomo pogledali prostore zveznih in gladkih sferi¢nih zlepkov. Najprej

pa si poglejmo problem dimenzije prostora sferi¢nih zlepkov.

5.1 Problem dimenzije prostora sferi¢cnih zlepkov

Kot v ravninskem primeru tudi v sfericnem za zveznost sfericnih zlepkov preko robov
sferi¢nih trikotnikov potrebujemo le, da se sfericne kontrolne tocke ujemajo na skupnem
robu (glej sliko [5.1)).

Slika 5.1: Tocke, ki se morajo ujemati za zveznost kubicnega sfericnega zlepka.

C! zveznost sferiénega zlepka bo odvisna §e od tock, ki so sosednje tockam na skupnem
robu sferi¢nih trikotnikov (glej sliko . C? zveznost sfericnega zlepka bo odvisna od Se

ve¢ tock na sferi¢nih trikotnikih, itn.

Ker pri aproksimaciji potrebujemo bazo prostora sferi¢nih zlepkov, moramo najprej doloci-

ti njegovo dimenzijo za poljubno triangulacijo. Kot bomo videli za prostor zveznih

93
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Slika 5.2: Tocke, ki so med sabo povezane pri zvezni odvedljivosti kubicnega sfericnega

zlepka.

sferi¢nih zlepkov to ni tezko. V splosnem pa je dimenzija odvisna od geometrije triangu-
lacije, zato je njena dolocitev tezek problem. Problemi so pri najbolj zanimivih primerih,
kjer gladkost ni dosti manjsa kot stopnja, npr. pri C! kvadratiénih ali kubi¢nih zlepkih. To
je odprt problem ze v ravninskem in seveda tudi v sfericnem primeru, zato obravnavamo

le posebne primere triangulacij, za katere lahko prostoru dolo¢imo dimenzijo.

Zmnan primer v ravnini je, da ima triangulacija razlicno dimenzijo glede na to ali je oglisce

singularno ali nesingularno (slika [5.3)).

Slika 5.3: Singularno in nesingularno oglisce.

Kot mozno resitev problema dimenzije lahko uporabimo makroelemente in s pomocjo
algoritmov (npr. Delaunay-jev algoritem) delimo triangulacijo toliko ¢asa, da ji lahko

dolo¢imo dimenzijo.



POGLAVJE 5. PROSTORI SFERICNIH ZLEPKOV 95

5.2 Zvezni sferi¢ni zlepki

Za nenegativno stevilo d, naj bo By prostor sfericnih polinomov stopnje d, definiran v
definiciji [10}
Definicija 47. Za poljubno sfericno triangulacijo /\ = {T;}¥, domene Q2 C S definiramo

prostor zveznih sfericnih zlepkov kot

SYA) :={s€C%Q): 5|y, €Byi=1,...,N}. (5.1)

Radi bi dolo¢ili dimenzijo tega prostora. Po posledici [23| vemo, da za poljuben s € SI(A)

za vsak sfericni trikotnik 7' € A obstajajo koeficienti {c¢}eep, ., tako da velja

sy = Z chg’T,

§€Dy,T

kjer so Bg T gfericni Bernsteinovi bazni polinomi stopnje d na sfericnem trikotniku 7", Dy
pa sfericne domenske tocke v sferi¢nem trikotniku 7'. Zaradi poenostavitve oznak smo s &
oznacili vy Ce je € vsebovan v dveh razliénih trikotnikih 7" in 7', so koeficienti ce zaradi

zveznosti s enaki na s|r in s|;.

Definicija 48. Z Dy n = UTe A Dar oznac¢imo mnozico domenskih tock prostora zveznih

sfericnih zlepkov.

Domenske tocke robov sferi¢ne triangulacije A pripadajo eni ali ve¢ mnozic Dyr, v Dy

pa so vkljucene le enkrat. Torej za vsak s € S9(/\) obstaja enoli¢na mnozica koeficientov
{cceepun:

Definicija 49. MnoZico koeficientov {c¢ }eep, , imenujemo sfericni B-koeficienti zveznega

zlepka s.

Velja tudi obrat, za poljubno mnozico koeficientov {c¢}eep, ., obstaja enolicen zlepek
s € 8Y(A), definiran kot v (5.1]).

Pokazali smo, da je dimenzija linearnega prostora 89(/A\) enaka moci mnozice Dy .

Izrek 50. Vsak sfericni zlepek s € SY(A) je enolicno dolocen z mjegovo mnoZico B-

koeficientov {c¢}eep, - Se wvec,

dim SY(A) = #Dgp =V + (d — 1)E + (d; 1> N,

kjer so V., E in N Stevila oglisc, robov in sferic¢nih trikotnikov v sfericni triangulaciji /\.
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Dokaz. Stevilo domenskih tock v sfericni triangulaciji je enako vsoti stevila oglise, stevila
notranjih domenskih tock na robovih (brez oglis¢) in stevila domenskih tock v sferiénih
trikotnikih triangulacije. Stevilo domenskih tock na enem robu triangulacije je enako

d + 1, torej ¢e odstejemo ogliséa, d — 1. Stevilo vseh domenskih tock v enem sferi¢nem

d+2
2

od stevila vseh domenskih tock odstejemo Stevilo oglis¢ sfericnega trikotnika in Stevilo

trikotniku je enako ( ) Torej stevilo domenskih tock v trikotniku dobimo tako, da

notranjih domenskih tock na robovih sferi¢nega trikotnika:

(d;Q) _3-3(d—1) = (d;).

Torej je stevilo vseh domenskih tock v sferi¢ni triangulaciji enako

#Dyp =V +(d—1)E+ (d;)N,

]

Konstruirajmo lokalne bazne funkcije za SY(A). Za vsak £ € Dga, naj bo ¢ zlepek v
SI(A), ki zadosca enakosti

e = O¢y zavsen € Dynp,

kjer je 7y, linearen funkcional, ki vrne koeficient, ki ustreza domenski tocki n. Po kon-

strukciji ima ¢ vse koeficiente enake ni¢, razen ¢¢ = 1.

Ker so sferiéni Bernsteinovi bazni polinomi nenegativni na vsakem sfericnem trikotniku
T, takoj sledi, da
e(v) >0 za vse v € (.

Ker je 1, identicno enak nic¢ na vseh trikotnikih, ki ne vsebujejo &, sledi, da je nosilec ¢

enak

1) sfericnemu trikotniku 7', ¢e je £ v notranjosti 7T,

2) uniji sferi¢nih trikotnikov 7" in T, ¢e je & v notranjosti skupnega roba trikotnikov 7
in T,

3) uniji vseh sferiénih trikotnikov, ki si delijo skupno ogliscée v, e je £ = v.

Izrek 51. MnoZica zlepkov B := {t¢}eep, , tvori bazo za SY(A).
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Dokaz. Ker je dimS)(A) = |Dgnl, zadoscéa pokazati, da so ¢ linearno neodvisni. Re-
cimo, da velja

s = Z cee =0 na

§€Dag,n
Potem je za vsak sferi¢éni trikotnik T zozitev s|r sferi¢ni polinom stopnje d, ki je identi¢no
enak nic¢, zato morajo biti vsi koeficienti v B-formi enaki ni¢. Po posledici velja, da
je ¢; = 0 za vse n € Dyp. Ker to velja za vsak sfericni trikotnik 7" € A, morajo biti vsi

koeficienti enaki nic. O]

5.3 Prostori gladkih sferi¢nih zlepkov

Kot v ravninskem primeru nas tudi v sfericnem primeru zanimajo gladki prostori sferi¢nih
zlepkov. V¢asih si zelimo, da bi imeli sferi¢ni zlepki zvezne odvode do reda r povsod na
), ali pa zelimo supergladke sfericne zlepke v dolocenih ogliscih ali na doloc¢enih robovih.
Definicija 52. Naj bosta T = (v, vq,v3) in T = (vy,vs,v5) sfericna trikotnika neke
sfericne triangulacije /\ s skupnim robom e = (vy,vs). Fiksirajmo n in j, 0 <n < j <d.
Za vsak sfericni zlepek s € SY(A) definiragmo

n —_ . . — ~ . . ~n
Tj,es = Cn,d—j,j—n E Cz/,]—n+u,d—]+nBy#H(U1)‘
v+pu+Kr=n

Funkcionale 7', imenujemo funkcionali gladkosti reda n.
Oznacimo T := {77'.}, kjer so 7', definirani na orientiranih robovih sferiéne triangulacije
A,

Definicija 53. S 8] := {s € SYA) : 7s =0 za vse T € T} definiramo prostor gladkih

sferi¢nih zlepkov.

Definicija 54. Ce je e notranji rob sfericne triangulacije N, ki si ga delita sfericna
trikotnika T in T, potem pravimo, da je s € SY(A) C gladek na robu e, ée je prehod med

sfericnima polinoma s|r in s|4 r-krat zvezno odvedljiv na robu e.

Po izreku 40| vidimo, da bodo vsi sferi¢ni zlepki v S] C” gladki na robu e natanko tedaj,

ko T vsebuje vse linearne funkcionale {77,,j =1,...,d,;n=1,...,r}. S
Si(A) = SN C(Q)

ozna¢imo prostor sferi¢nih zlepkov stopnje d, ki so C" gladki na vseh notranjih robovih

sfericne triangulacije A.
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Pravimo, da je zlepek s € SI(A) C? gladek v oglistu v, ¢e imajo vsi sferiéni polinomi s|r
(v je oglisce v sferi¢nem trikotniku 7') enake odvode do reda p v ogliséu v. V tem primeru
pisemo s € CP(v). Naslednja lema pokaze, da lahko s primernimi pogoji gladkosti na
notranjih robovih triangulacije A, ki vsebujejo oglisée v dosezemo, da je sfericni zlepek
C? gladek.

Lema 55. Naj bo s € SY(A) in v oglisce sferiéne triangulacije /\. Potem je s € CP(v)

natanko tedaj, ko za i =1,...,m velja
Ts=0, zan<j<dinl<n<p, (5.2)
kjer so ey, ..., e, notranji robovi sfericne triangulacije /\, ki vsebujejo oglisée v.

Za potrebe dokaza definirajmo Se disk s sredis¢em v tocki v. Za dan 0 < m < d, definiramo
mnozico R} (v) = {€4-mjm—;j}]-o kot kolobar s polmerom m s srediséem v. Mnozici

DT (v) = {U™ RT(v)} pravimo disk s polmerom m in sredis¢em v tocki v.

Dokaz. Za s € 8Y(A) lahko njegove sfericne B-koeficiente domenskih tock, ki lezijo v
disku D7 (v) gledamo kot koeficiente sfericnega zlepka g iz S)(A). Sferiéni zlepek s je v
C?(v) natanko tedaj, ko se g reducira na en sferi¢ni polinom, kar pa velja natanko tedaj,
ko velja (5.2)). ]

Kot v ravninskem primeru so pogoji gladkosti za sferi¢ni zlepek s € S9(A) samo linearni
pogoji na vektorju ¢ = {c¢ }¢ep, , B-koeficientov sfericnega zlepka s. Za poljubno mnozico

T pogojev gladkosti obstaja matrika A odvisna od 7T, tako da
ST(A) ={s€8)A): Ac = 0}. (5.3)

Ocitno je matrika A dimenzije ng X ng, kjer je ng stevilo pogojev gladkosti v T, ng
pa dimenzija prostora S9(A). Matrika A je relativno razpriena, saj tipicni C" pogoji
gladkosti na robu sferi¢nega trikotnika vkljucujejo le (ng) + 1 koeficientov. Npr. C!
pogoj vkljucuje le Stiri nenicelne koeficiente, torej ima pripadajoc¢a vrstica v matriki A

najvec Stiri nenicelne elemente.

Izrek 56. Naj bo S] (A) prostor gladkih sfericnih zlepkov, definiranih v (5.3)). Potem je

dimenzija prostora 8] (A) enaka ng — n,, kjer je n, rang matrike A.

Dokaz. Ce je ¢ vektor, ki zado3éa enacbi Ac = 0, potem sfericni zlepek v SY(A) z vektor-
jem B-koeficientov enakim ¢ ocitno pripada prostoru S (A). Stevilo linearno neodvisnih

reSitev Ac = 0 pa je natanko ng — n,. L]
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Primer 57. Razpisimo pogoje gladkosti in matriko A za kvadraticne C' in kubicne C?
sfericne zlepke na primeru triangulacije sestavljene iz dveh trikotnikov, T = (v1,vq, v3) in

T - <U4, U3, U2>'

1. Izracunajmo formule za kvadraticne C* sfericne zlepke. Funkcionali gladkosti bodo

reda 1:

Tres = cra-jj1 — (€15-10-Bigo(v1) + oo Boio(v1) + o133 Boor (v1))-
Prij =1 dobimo:

Tiles = c110 — (G101 B1oo(v1) + Go11Bgyo(v1) + Goo2 Bogy (1)),
prij =2 pa

Toes = cro1 — (G110B10o(v1) + Go20Biyo(v1) + Gor1 By (v1)).

Pogoje gladkosti dobimo tako, da dobljeni enacbi enacimo z ni¢. Graficno to pomeni,

da tocko cpji, kjer je n =1 dobimo kot linearno kombinacijo treh tock iz trikotnika

T (glej sliko .

Slika 5.4: Pogoji gladkosti za kvadraticen C! sferi¢ni zlepek.
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Ker imamo 2 pogoja gladkosti, dimenzija prostora pa je enaka 9, bo matrika A
velikosti 2 x 9. Ce definiramo vektor ¢ kot

c= [02007 €110, €101, €002, Co11, €020, C110; €101, 0200]7

potem je matrika A enaka

010 _Bém(vl) —3510(01) 0 0 —3%00(01) 0
001 0 _3501@1) _B(l)lo(vl) _Blloo<vl) 0 0

2. Izracunajmo formule za kubicne C? sferiéne zlepke. Funkcionali gladkosti bodo reda
1n 2:

Tiks = cra—jj—1 — (15-13-1Bioo(v1) + C0,3— Boro(v1) + Coj—1.4—5Bdo1 (v1)),

Ties = Cogjjo — (Ez,j—z,S—jBéoo(Uz) + €03 Boao(v2) + Coj-2,5-1 Boa (v2)+
C1j-1,3-3Bli0(v2) + E15-2.4- 3 Bigi (v2) + 50,]'71,473'3311(02)) :
Pri funkcionalih gladkosti reda 1 dobimo tri funkcionale za j =1,2,3:
Ti's = c120 — (G102 Blog(01) + 12 Bjrg(v1) + Goos Bior (v1)),
To'es = e — (G Blog(01) + 021 Bjio(v1) + GnaBigr (v1)),
T'es = c102 — (G20 Bloo(v1) + 030 Boro(v1) + Goz1 Bor (v1))-
Pri funkcionalih gladkosti reda 2 pa dobimo dva funkcionala za j = 2,3:
Toes = C210 — (52013300(7)1) + 021 Biao(v1) + oos Bz (v1)+

G Biig(v1) + G102 Bl (v1) + 50123311(7)1)) ;

7—32,68 = Ca01 — <5QIOB§00(U1) + 50303320(01) + 5012B§02(U1)+
Gr20Bio(v1) + & Bl (v1) + 50213311(“0) :
Pogoje gladkosti dobimo tako, da dobljene enacbe enacimo z ni¢. Graficno to poment,
da tocko cyji, kjer je n =1 dobimo kot linearno kombinacijo treh tock iz trikotnika
T, tocko Cnjk, kjer je no = 2 pa dobimo kot linearno kombinacijo Sestih tock iz

trikotnika T (glej sliko .

Ker imamo 5 pogojev gladkosti, dimenzija prostora pa je enaka 16, bo matrika A
velikosti 5 x 16. Ce definiramo vektor ¢ kot

C = [0300, C201, €210, €102, C111, €120, €030, C021, Co12, €003, €120, C111, C102, €210, C201, 0300],
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Cooa_cosn

Slika 5.5: Pogoji gladkosti za kubicen C? sferiéni zlepek.

potem je matrika A enaka

000001 0 0 —Bo(v1)
000010 0 —Bjip(v1) —Bjoi (1)
A=10 00 1 0 0 —By(vy) —Bly(v1) 0

001000 0 —Bho(v) —Bi(n)

0 10 00 0 —By(v1) —B3i(v1) —Bip(w)
_3501(U1) 0 0 —Big(v1) 0 0 0]
0 0 — Bl (v1) 0 0 0 0
0 _31100@1) 0 0 0 0 0
_Bgoz(vl) 0 _B%IO(UI) _31201(01) 0 _32200(“1> 0
0 —Bflo(m) _B%()l(vl) 0 _BSOO(Ul) 0 0]
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