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Krepko zvezne operatorske polgrupe

POVZETEK

Delo je kratka predstavitev enoparametri¢nih krepko zveznih polgrup. Opisuje, kako
se za vsako polgrupo izra¢una njen generator, po drugi strani pa so podani natancni
pogoji, da je dani linearni operator na kompleksnem Banachovem prostoru generator
krepko zvezne polgrupe skupaj z opisom konstrukcije polgrupe iz danega generatorja.
Pomembni rezultati so eksponentna omejenost krepko zveznih polgrup, zaprtost in
povsod gosto definicijsko obmocje generatorja polgrupe ter lastnosti njegove resol-
vente. Od teh je najpomembnejsSa integralska predstavitev resolvente in oceni, ki se
ju izpelje iz nje.

Strongly continuous semigroups

ABSTRACT

The work is a short exposition on strongly continuous one parameter semigroups. It
is shown how to compute the generator of a strongly continuous semigroup. Conver-
sely, given a linear operator conditions for it to be a generator of strongly continuous
semigroup are described and how to generate the semigroup from it. The most im-
portant results are the exponential boundedness of strongly continuous semigroups,
the fact that the generator of a strongly continuous semigroup is closed and densely
defined and the properties of its resolvent. The most important of the latter is the
integral representation of the resolvent and the estimates derived from it.

Math. Subj. Class. (2010): 46G05, 46G10, 47D06, 47A10
Kljuc¢ne besede: krepka zveznost, generator, resolventa, generiranje

Keywords: strong continuity, generator, resolvent, generating



1. UvoD

Zelimo opisati razvoj sistema skozi ¢as. Naj bo X mnozica vseh stanj tega sistema.
Stanje, v katerega pride sistem v ¢asu t iz stanja x € X, ozna¢imo s T'(t)z. Na ta
nacin smo za vsak t € Ry (R,, ker gledamo spremembe le po ¢asu naprej) definirali
funkcijo T'(t) : X — X, ki opisuje, kako se sistem spremeni v casu ¢. Preslikava 7'(0)
mora biti identi¢na preslikava. Ker je T'(s)x stanje, v katerem je sistem po ¢asu s,
¢e je bil najprej v stanju z, in T'(¢)(T'(s)x) stanje, v katerega pride sistem iz stanja
T(s)x po casu t, T(t)T(s) opisuje spremembo sistema v Casu s + t, kjer T(¢)T(s)
pomeni kompozitum preslikav 7'(t) in T'(s). Zato mora veljati T'(t+s) = T(t)T'(s). S
tem smo na mnozici {7T'(t) }+>0 podali operacijo mnozenja in dobili polgrupo. O¢itno
bi s tem, ko bi dovolili tudi negativne ¢ase, dobili grupo (inverz T'(t) bi bil T'(—t)).

Zelo pomembno je, da smo pri vpeljevanju druzine operatorjev {T'(t) };>0 popol-
noma zanemarili vso zgodovino razvoja sistema preden je priSel v trenutno stanje.
Pomembna druzina takih sistemov so sluc¢ajni procesi z lastnostjo Markova, pri ka-
terih spremembe stanj sistema tvorijo enoparametri¢no krepko zvezno polgrupo.

Druga uporaba teorije enoparametri¢nih polgrup pa je reSevanje Cauchyjeve na-
loge

(1)

kjer je A : X — X linearen operator na prostoru X in u : R x X — X parcialno
odvedljiva na prvi argument. V delu so podani natan¢éni pogoji za to kakSen mora
biti A, da je naloga (1) resljiva in tudi, kako se dobi resitev, kadar je X komple-
ksen Banachov prostor (poln normiran prostor). Izkaze se, da je resitev take enacbe
ravno enoparametri¢na polgrupa. Velja tudi obratno. Za vsako krepko zvezno eno-
parametri¢no polgrupo linearnih operatorjev, ki slikajo iz Banachovega prostora X
v X, obstaja linearen operator A za katerega je dana polgrupa resitev naloge (1).

Na zacetku dela je podano potrebno predznanje, potem pa so opisane krepko zve-
zne polgrupe. V tretjem razdelku najprej definiramo krepko zvezne polgrupe, potem
pa se podrobneje posvetimo krepki zveznosti in njenim lastnostim ter eksponentni
omejenosti polgrup, ki izhaja iz krepke zveznosti. V cetrtem razdelku definiramo
generator krepko zveznih polgrup in opiSemo njegove najpomembnejse lastnosti, v
petem razdelku obravnavamo poseben primer v normi zveznih polgrup, ki pa ga
potrebujemo v zadnjem razdelku. Sesti razdelek govori o resolventi, v zadnjem raz-
delku pa dokazemo izreke o generiranju krepko zveznih polgrup. Vsak naslednji
razdelek gradi na snovi iz prejsnjih, le Sesti ni odvisen od petega.

Od tod naprej Banachov prostor pomeni Banachov prostor nad obsegom komple-
ksnih $tevil, razen kadar je obseg, nad katerim je dani prostor, o¢iten iz konteksta.

u(t,x) = Au(t,z) ;>0
u(0,2) =z

)

2. POTREBNO PREDZNANJE

V tem razdelku je opisana snov, ki je nismo obravnavali pri obveznih predmetih,
je pa potrebna za razumevanje nadaljnjega besedila.

2.1. Lastnosti zveznih linearnih preslikav in operatorska norma. Vira za ta
razdelek sta 6] razdelka 1.2 in 1.6, [1] razdelka 2.1, 3.1.

Lema 2.1. Naj bosta X in Y wvektorska prostora z normo. Linearen operator T iz
X vY je zvezen natanko tedaj, ko je zvezen v 0 € X.
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Dokaz. Ce je preslikava zvezna, je zvezna tudi v 0. Za dokaz v obratno smer pred-
postavimo, da je preslikava zvezna v 0. Zaradi linearnosti T je za vsak z,y € X
||Tx —Tyl|| = ||T(x — y)||. Ker je T zvezen v 0, za vsak € > 0 obstaja § > 0, da iz
||z —y|| < dsledi ||T(z —y)|| < e. Torej je T povsod zvezen. O

Naslednja trditev omogoca definicijo norme zveznega linearnega operatorja.

Trditev 2.2. Naj bosta X in Y wvektorska prostora z normo in naj bo T linearen
operator iz X vY . Potem je'T'" zvezen natanko tedaj, ko obstaja pozitivna konstanta
B, za katero velja ||Tz|| < B||x|| za vsak x € X .

Dokaz. Ce obstaja §, da za vsak © € X velja ||Tz|| < f||z||, potem je T oitno
zvezen v 0 in je zato po prejsnji lemi zvezen na celem X. Obratno, ¢e je T zvezen,
potem za vsak € obstaja J, da iz ||z|| < 0 sledi, da je ||Tz|| < e. Vzemimo poljuben
x € X. Naj bo A taksno pozitivno Stevilo, da je A||z|| < 6. Potem je |[|[Az|| < § in
zato ||T'(Az)|| < e. Potem je ||Tz|| < 5. Ce je z = 0, potem je Tz = 0 sicer pa

lahko vzamemo \ = 6|I in dobimo ||Ta:|| < £||z]|. Torej vzamemo 3 = £ in dobimo

| Tz|| < B||z|| za vsak = € X, saj je bil x poljuben. O

Ocena tega, kako hitro narasca zvezen linearni operator, je dana z njegovo opera-
torsko normo.

Definicija 2.3. Operatorska norma zveznega linearnega operatorja je
IT]] = inf{s; Vo € X.|[Tz|| < pl[x[[}.

[z definicije 2.3 je ocitno, da vedno velja ||Tz|| < ||T|| - ||x||. Zaradi linearnosti T
lahko zgornjo definicijo napisemo tudi kot
6}

kar pomeni, da je ||T|| infimum zgornjih mej za vrednosti |[Tz|[, ko je norma x
enaka 1. Torej je [|T'|| = sup) = |[Tz[]. Ce je 0 < |[z[| < 1, potem je ||Tz|[ =

|!T||—1nf{ﬁ vo e X\ ()7

||| - ||TH—§H|| < ||Tﬁ|| S tem smo ze dokazali naslednjo trditev. Zadnja enakost
sledi iz
-t
[|]] [|]]

Trditev 2.4. Za operatorsko normo velja

X
1711 = sup [[Tall = sup |7 = sup" I

o]|< lo]|=1 |||

Navedimo nekaj primerov linearnih operatorjev in njihovih norm.

Primer 2.5. Naj bo X = C([a, b]) Banachov prostor vseh zveznih funkcij na [a, b],

opremljen s supremum normo.

a) Identiteta na kateremkoli vektorskem prostoru z normo ima o¢itno normo 1.

b) Naj bo za =z € [a,b], F, : X — R, F, f = f(z). Ker je (f +g)(x) =
f(z)+ g(x) in (af)(x) = af(x), je F, linearen funkcional. Zagotovo je |f(z)| <
SUPyefap |f (W) = || f]], torej je ||F|| < 1, po drugi strani pa je, na primer za
konstantne funkcije, |f(z)| = sup,¢(q 4 |f(u)|. Torej je norma [|F|[ = 1.
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c) Naj bo F' f = fab f(z)dz. Tudi to je linearni funkcional in velja |F(f)| <
l|fll - (b —a). Zato je ||F|| < b— a. Zopet lahko vidimo, da norma ne more biti
manjsa, ker je za konstanto ¢, F' ¢ = c- (b— a). Zato je ||F|| = b — a.

Trditev 2.6. Ce sta T in S omejena linearna operatorja, ki slikata iz (X, || -||) v
(V.1[- I}, potem velja
1T+ S[ < ITI + (IS in [|aT] = |af [[T]],

kjer je (T+S)(x) = Tx+Sz in (oT)(z) = aTx. CepajeT : X =Y inV:Y = Z,
kjer je tudi Z normairan prostor, velja

VTl < Vi -l
kjer VT pomeni kompozitum operatorjev V in T.

Dokaz. Dokazimo najprej trikotnisko neenakost. Ker je |[(T+S5)(x)|| = ||[Tx+Sz|| <
|| Txf| + |[Szl| < [IT] [[«]] + |[SI] [|«]] za vsak x € X, je supy, iy [|(T + S)(@)]| <

||| + ||S]]- Drugo neenakost dobimo iz ||(aT)(z)|| = ||aTz|| = |af - ||Tx]||, ko na
obeh straneh vzamemo supremum po {z € X;||z|| = 1}. Zadnja neenakost sledi iz
[V T|| < [[VI[ T[] < [IVI]IT]] {]]]- 0

2.2. Bairov izrek za polne metri¢ne prostore in njegove posledice. Vira za
ta razdelek sta [6] razdelki 2.1, 2.5, 2.6 in [1] razdelka 3.12, 3.14.

Izrek 2.7 (Bairov izrek za polne metri¢ne prostore). Neprazen poln metricni prostor
ni unija Stevno mnogo mnozic, katerih zaprtja imajo prazno notranjost.

Dokaz. Dokazemo s protislovjem. Recimo, da se da poln metri¢ni prostor X zapisati
kot Stevna unija mnoZic {M, },en, pri Cemer ima zaprtje vsake od mnozic M, za
n € N prazno notranjost. Potem je:

o0
X = JM,
i=1
in M; ima prazno notranjost za vse ¢. Zato smemo brez skode za sploSnost privzeti,
da so vse mnozice M;, i« = 1,2,... zaprte. Potem je M; odprta mnozica, katere

zaprtje je cel X. Ce bi namre¢ obstajal x € M, ki ni v zaprtju M{, bi to pomenilo,
da obstaja okolica elementa x, katere presek z M7 je prazen, kar bi pomenilo, da
M, nima prazne notranjosti. Potem pa M¢ vsebuje zaprt krog K (x1,r;), ry < 27
Ker je zaprtje MS ves X, obstaja o € M5 N K in FQ(QEQ,TQ) C K, takdna, da je
Ko(x9,79) N My = (). Privzamemo lahko, da je 7, < 272 . Postopek nadaljujemo in

dobimo zaporedje krogov K;(z;,7;), za katero velja

T < 2_i, FH—I C Fi; 77, N Ml = @
Zaporedje sredis¢ krogov {x,} je Cauchyjevo, saj je za vsak n < m, x,, € K,, torej
je za l,m > n d(x;,x,) < 27", Zaradi polnosti X obstaja limita zaporedja {z,},

recimo ji z. Ker je celotno zaporedje {x;};, vsebovano v K, mora biti tudi njegova
limita vsebovana v K,. Zato je x € K,, za vsak n. Torej je

ve (M= |JM
i=1 i=1
in to je v nasprotju s privzetkom, da je | J M; = X. 0

6



Izrek 2.8 (Princip enakomerne omejenosti). Naj bo X Banachov prostor, Y pa nor-
maran vektorski prostor. Naj bo I druzina zveznih linearnih operatorjev, ki slikajo
1z X vY. Potem velja:

(Vo € X.sup||Tz|| < 00) = sup ||T|| < oo
TeF TeF

Dokaz. Naj bo Ur,, = {z € X;||Tz|| < n}. Ker je norma zvezna funkcija iz
Y v R in ker je T' zvezen operator, je mnozica Ur, zaprta, saj je praslika (7" o
|- 1)7([0,n]). Naj bo M,, = NypepUrn zan =1,2,.. . Ce je za vsak z € X
Stevilo supyep ||Tx|| konéno, potem je unija |J,—, M,, ves X. Po Bairovem izreku
za polne metri¢ne prostore 2.7 mora obstajati m € N, za katerega ima mnozica M,
neprazno notranjost (mnozice { M, } so zaprte, ker so preseki zaprtih mnozic). Zato
M,,, vsebuje kroglo K (y,€). Vzemimo sedaj poljuben z € X taksen, da je ||z]| < e.
Potem velja ||Tz|| = |[Ty+Tz=Ty|| = [[T(y+2)=Ty|| < ||T(y+2)||+[[Ty]| < 2m.
Torej za vsak z, ki ima normo manjso od ¢, velja, da je ||[Tz|| < 2m za vse T € F.
Potem pa za vse T € F velja, da je ||T]| < 22, O

Naj bosta X in Y Banachova prostora. Vemo, da je graf zveznega linearnega
operatorja, ki slika iz X vV, zaprta podmnoZzica X XY, saj je prostor Y Hausdorffov.
Ce pa operator ni zvezen, ni nujno, da je njegov graf zaprt. Tisti operatorji, katerih
graf je zaprt v X X Y, so posebej zanimivi. Zato definiramo:

Definicija 2.9. Naj bosta X in Y Banachova prostora. Linearni operator F': X D
D(F) — Y je zaprt natanko tedaj, ko je njegov graf zaprta podmnozica prostora
X xY.

Navedimo primer zaprtega linearnega operatorja, ki ni zvezen.

Primer 2.10. Naj bo X =Y = C]0, 1], opremljen s supremum normo. Naj bo D
mnozica vseh tistih funkcij f € X, ki imajo zvezen odvod. Naj bo T : D — Y,
T f = f'. Operator T je o¢itno linearen, ni pa zvezen, saj je za f,(xr) = 2" norma
||ful]l = 1, norma ||T" f,|| pa je enaka n. Torej T' ni omejen. Vidimo pa, da je T" zaprt.
Naj bo {f;} zaporedje elementov D, ki konvergira k f in naj bo g limita zaporedja
{T fi}. Torej je g enakomerna limita zaporedja {f/}. Ker odvodi enakomerno
konvergirajo proti g, konvergira zaporedje A = {f;(0) + [ f/(t) dt} po tockah proti
f. Hkrati, pa je limita po to¢kah zaporedja A enaka g(0) + foz g(t)dt. Potem je f
odvedljiva in njen odvod je g. Torej je T' f = g in T je zaprt.

Pomembna lastnost zaprtih operatorjev je, da so zvezni, ¢e so povsod definirani.
O tem govori izrek o zaprtem grafu, za njegov dokaz pa bomo potrebovali najprej
Banachov izrek o odprti preslikavi.

Izrek 2.11 (Izrek o odprti preslikavi). Naj bosta X in Y Banachova prostora in
T : X — Y surjektiven zvezen linearen operator. Potem slika T odprte mnoZice v
odprte mnoZice.

Dokaz. Zaradi linearnosti T je dovolj pokazati, da se odprte okolice elementa 0 v
X slikajo v okolice elementa 0 v Y, ki vsebujejo odprto okolico niéle. Ce je V
poljubna odprta okolica elementa 0 v X, potem obstaja r» > 0, da je odprta krogla
K(0,7) C V. Preslikava, ki K(0,7) slika v okolico elementa 0 v Y, zato tudi V'
slika v okolico elementa 0 v Y. Torej je dovolj pokazati, da je za vsak r > 0 slika
T(K(0,7)) odprta okolica nicle v Y.



Vzemimo fiksen 7 > 0. Oznacimo K, = K(0,n-%). Potem je X = J,;~ | K. Ker

je T surjektiven, je
Y =T (U Kn> = |J 1(K,).
n=1 n=1

Po Bairovem izreku za polne metri¢ne prostore 2.7 to pomeni, da obstaja takSen
no € N, da ima mnozica T'(K,,) neprazno notranjost. Preslikava y — nioy je home-

omorfizem prostora Y in slika mnozico T'(K,,) v T(K;). Zato tudi mnozica T'(K;)

nima prazne notranjosti. Naj bo O odprta podmnozica T'(K;) in xy € K; takSen,
da je yo = Txg € O. Ker je preslikava x — x — xy homeomorfizem obstaja odprta
okolica U ni¢le vY, takodaje U C M = {y—yo;y € T(K;)}. Kerjezavsak z € K7,
x—x9 € K(0,7), saj je tudi zg € Ky, je {y —yo;y € T(K1)} = {T(x — xo);7 €
Ky} € T(K(0,r)) in zato tudi U € M C T(K(0,r)). S tem smo dokazali, da je
zaprtje slike odprte okolice nic¢le iz X okolica ni¢le v Y z neprazno notranjostjo.

Naj bo € > 0. Oznac¢imo z X, = K(0,¢) C X in Y. = K(0,¢) C Y. Naj bo
€& = 2% za i = 0,1,2,.... Po tistem, kar smo dokazali v prejsnjem odstavku,
obstaja tako zaporedje pozitivnih Stevil {7;}i—01.2..., da je

limn; =0inY,, CT(X,) zavsak i =0,1,2...

1—00
Pokazali bomo, da za katerokoli tocko y € Y, obstaja taksen x € Xy, da je Tx = y.
Ker je Y,, C T'(X,,), obstaja taksen xy, da je ||y —Tzo|| < m oziroma y—Tzy € Y,,.
Na enak nacin najdemo taksen z; € X, da je y — Txg — Tz € Y,,. Ta postopek
nadaljujemo in dobimo zaporedje {x;}, za katero velja

Ker je

n n
Z il < Z H%HE Z €i§27m607

i=m+1 i=m+1 i=m+1

je zaporedje delnih vsot {,_, z;}, Cauchyjevo in zato zaradi polnosti prostora X
konvergira. Njegovo limito oznacimo z z. Velja

oo oo
||lz|| = sz §6022_z:260.
i=0 i=0

Ker je T zvezen, je y = Tz. S tem smo dokazali, da slika vsake odprte okolice 0 v
X wvsebuje odprto okolico elementa 0 v Y, kar smo hoteli. 0

Izrek 2.12 (Izrek o zaprtem grafu). Naj bosta X in'Y Banachova prostora in T :
X —'Y zaprt operator, definiran na vsem X. Potem je T zvezen.

Dokaz. Graf G(T') preslikave T' je zaprt vektorski podprostor prostora X x Y. Ker je
X x Y poln, je tudi G(T) poln. Preslikava U : G(T) — X, U((z,Tz)) = z je o¢itno
linearna, zvezna (ker je zozitev projekcije) in surjektivna. Po prej$njem izreku je tudi
odprta in zato je njen inverz zvezen. Preslikava V : G(T) — Y, V((z,Tz)) = Tx
je tudi zoZitev projekcije in torej zvezna. Potem pa je kompozitum 7' = U~V tudi
zvezna funkcija. ]



2.3. Riemannov integral funkcije z vrednostmi v Banachovem prostoru. V
tem podrazdelku bomo definirali Riemannov integral funkcije, ki slika iz podmnozice
realnih stevil v Banachov prostor in dokazali nekaj njegovih lastnosti, ki jih bomo
potrebovali v nadaljevanju. Zanima nas predvsem integral zveznih funkcij. Ideja za
vsebino tega razdelka je iz [2].

Glavna ideja pri definiciji integrala je, da ga bomo definirali kot linearni operator
na enostavnem prostoru in ga potem razsirili na vecji prostor, ki vsebuje tudi zvezne
funkcije. Zato bomo potrebovali naslednji izrek.

Izrek 2.13. Naj bo V normiran prostor, S C V wektorski prostor in X Banachov
prostor. Naj bo F linearni operator F' : S — X, ki je omejen v smislu, da obstaja
pozitivna konstanta C, tako da za vsak s € S wvelja ||Fs|| < C||s||. Potem obstaja
natanko en omejen linearni operator, ki je razsiritev operatorja F, oznacimo ga z
F, na zaprtje S. Tudi za F wvelja, da je za vsak s € S ||Fs|| < C||s]].

Dokaz. Naj bo s € S\ S. Potem obstaja zaporedje {s,}, ki konvergira k s in je
zato Cauchyjevo. Ker je ||F's, — Fspm|| < C||sp — Sml|, je tudi zaporedje {F's,} C X
Cauchyjevo. Prostor X je Banachov, zato obstaja limita [ tega zaporedja. Postavimo
Fs = [. Najprej moramo preveriti, da je I’ dobro definiran. Naj bo {t,,} C S drugo
zaporedje, ki konvergira k s. Izberimo ¢ > 0. Ker ¢, konvergira proti s, obstaja
taksen mo € N, da je ||t, — s[| < §, kakor hitro je n > my; podobno obstaja kg € N,
da je [|s, — s|| < §, ¢e je n > k. Naj bo ng = max{my, ko}. Potem je ||t, —s,|| <€
za vsak n > ng. Zato je ||F't, — Fs,|| < C||t, — sal| < Cein ||Ft, — Fs,|| — 0, kar
pomeni, da tudi F't, konvergira k [.

Linearnost operatorja F izhaja iz dejstva, da je vsota limit dveh zaporedij enaka
limiti zaporedja iz vsot istoleznih ¢lenov obeh zaporedij in da je alim, .o s, =
lim,, oo Sy,.

Preverimo Se enoli¢nost razsiritve. Naj bo B Se en omejen linearni operator, ki
razdirja F' na S. Potem mora zaradi zveznosti B na S za poljubno konvergen-
tno zaporedje {s,} C S z limito s veljati Bs = Blim, o s, = lim, o Bs, =
lim, oo F's, = F's.

Zadnji del trditve ocitno velja za vse s € S. Ker je F zvezen, za s = lim,,_,o0 Sp,
kjer je {s,} C S, velja ||Fs|| = || F limy, o0 Sn|| = limy, o0 || F'sn | < limy, o0 C|[80]] =
Cls||, kar je bilo treba pokazati. O

Definicija 2.14. Karakteristicna funkcija mnozice A je x4 : R — {0, 1},

(z) = I; z€ A
XA =1 o, reR\A -

Definicija 2.15. Naj bo [a,b] poljuben zaprt interval. Definirajmo A,;, = {A C
la,b; A = LHULU...UI, UK, Kkjer so I,..., I, paroma disjunktni intervali in
K kon¢na mnozica } in naj bo X Banachov prostor. Vsaki funkciji s : [a,b] — X,
ki zavzame kon¢no mnogo vrednosti in za katero velja, da je za vsako vrednost x
te funkcije s~ (z) € Aqyp, retemo stopnicasta funkcija. Prostor vseh taksnih funkcij
ozna¢imo S([a, b], X).

Integral bomo najprej definirali za stopnicaste funkcije. Razlog, da morajo biti
praslike posameznih vrednosti stopnicaste funkcije kon¢ne unije intervalov in tock,
je, da bomo za izrac¢un integrala potrebovali nacin za dolocanje velikosti teh mnozic.
Velikost mnozic bo predstavljala njihova dolzina, podana v naslednji definiciji.
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Definicija 2.16. Naj bo A,; kot v definiciji stopnicaste funkcije. Za vsako mno-
zico A € Agp, A =1L UL, U...UI,UK, kjer so oznake enake kot v definiciji
mnozice A, definiramo njeno dolzino {(A) kot vsoto dolzin intervalov Iy, Iy, . .. I,,.
DolZino intervala, katerega najvecja spodnja meja je u, najmanjSa zgornja meja pa
v, definiramo kot v — .

Doloceni integral funkcije na intervalu [a, b] definiramo kot linearni funkcional na
S([a,b], X). Videli bomo, da je omejen in zato ga bomo lahko po izreku 2.13 razsirili
na zaprtje prostora stopnicastih funkcij znotraj prostora vseh funkcij, ki slikajo iz
la,b] v X, opremljenega z normo || - ||o. Najprej pa moramo videti, da je S([a, b, X)
normiran prostor. Za to bomo potrebovali naslednjo lemo.

Lema 2.17. Za vsak interval [a,b] C R wvelja: za vsak koncéen nabor elementov
mnozice A,y sta njihova unija in presek zopet v Agp.

Dokaz. Naj bosta A, B € A, torej se da A zapisati kot A=LULU...UL UK,
kjer so I; za i = 1,...,n paroma disjunktni intervali in K C R kon¢na mnozZica.
Podobno se da B zapisati kot B = J;UJoU...UJ, UL, kjer so J; paroma disjunktni
intervali in L C R kon¢na mnozica. Potem je

ANB= U @npu | @nnu | (EnJ)u(KnL).
i=1,...,n;5=1,....m i=1,..n j=1,..m
Presek I; N J; za poljubna ¢ izmed 1,...,n in j izmed 1,...,m je lahko interval,

prazna mnozica ali toc¢ka. Intervali, ki jih dobimo na ta nacin, so paroma disjunktni,
saj bi skupna tocka para takih intervalov morala biti v dveh intervalih iz A ali v
dveh intervalih iz B, kar pa ni mozno, saj so ti intervali paroma disjunktni. Vsi
ostali preseki, ki nastopajo v izrazu zgoraj, so lahko le prazne mnozice ali tocke.
Tako vidimo, da je presek sestavljen iz kon¢no mnogo intervalov, ki so vsi paroma
disjunktni in kon¢éne mnozice dodatnih tock, torej je v Agp.

Hitro se prepri¢amo, da je tudi unija mnozic A in B v A, . Unija dveh intervalov z
nepraznim presekom je namre¢ spet interval, tako da ostane kon¢no mnogo paroma
disjunktnih intervalov. Ker je tudi unija obeh kon¢nih mnozic zopet koné¢na, se
dokaz konca z uporabo popolne indukcije. O

Z uporabo te leme vidimo, da je vsota dveh stopnicastih funkcij s, ki zavzame
vrednosti 1, 2, ...,2T,, in 7, ki zavzame vrednosti y1, s, ..., ¥yn, spet stopnicasta
funkcija. Vrednost x; +y; za ¢ = 1,2,...,n in j = 1,2,...,m namre¢ funkcija
s+ r zavzame na preseku s (z;) Nr~*(y;) € Aap. Da s+ 1 zavzame konéno mnogo
vrednosti, je o¢itno. Prav tako je oc¢itno tudi, da je stopnicasta funkcija, pomnozena
z realnim Stevilom, spet stopnicasta funkcija. Povzemimo to v trditvi.

Trditev 2.18. MnoZica S([a,b], X) je normiran prostor
[Isllec = sup [[s(£)[l.

te[a,b]

Lema 2.19. Ngj bo [a,b] C R. Za dve mnoZici A, B € A,y, katerih presek je koncna
mnoZica, velja I((AU B) = 1(A) +1(B) (I(AU B) obstaja po lemi 2.17).

Dokaz. To je ocitno, saj tocke iz preseka ne prispevajo ni¢ k skupni dolzini, iz de-
finicije dolZine pa je jasno, da je dolzina unije disjunktnih intervalov vsota njihovih
dolzin. O

Sedaj lahko definiramo integral stopnicaste funkcije.
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Definicija 2.20. Naj bo X Banachov prostor in s € S([a,b], X) stopnicasta funk-
cija, definirana na intervalu [a,b], ki zavzame vrednosti zg,x1,...,2,. Doloceni
integral funkcije s na intervalu [a, b] definiramo kot

I[a,b]s:/ t)dt = Z:{:z x;)

Ce sta s,r € S(la,b], X) za Banachov prostor X, kjer s zavzame vrednosti

X0, X1, .., Ty € X in r vrednosti yo, Y1, ..., Ym je
ab] S+T ZZ Iz+% S+T)_1(xi+yj))
1=0 75=0
=Y (@it y) - Us M () (3))
i=0 j=0
=Y e s @) N ) + Dy L ) Ns T (@)
=0 7=0 7=0 =0

Ker mora biti unija vseh praslik posameznih vrednosti stopnicastih funkcij s in r
ves interval [a, b], dobimo z upoStevanjem leme 2.19, da je to enako

Zx,--l xz +Zyj —][ab]8+f[ab}
i=0

Da je Ijap(as) = alpys je omtno, zato je If,y linearni funkcional na prostoru
S([a,b], X) in velja [|Is]| < (b — a)|s||e. Zato lahko po izreku 2.13 I razsirimo
na zaprtje prostora vseh stopnicastih funkcij. Recemo, da je funkcija integrabilna,
kadar je v zaprtju prostora stopnicastih funkcij. Lahko se prepricamo, da so zvezne
funkcije na [a, b] vedno integrabilne.

Izrek 2.21. Naj bo X Banachov prostor. Za vsak [a,b] C R so vse zvezne funkcije
iz [a,b] v X integrabilne.

Dokaz. Dovolj je videti, da za vsako zvezno funkcijo f : [a,b] — X obstaja zaporedje
stopnicastih funkecij {s,}, ki konvergira k f. Naj bo k = b_T“ in

n—1

sp = fla+k)Xaatrn + Z fla+ (i + 1)k)X(atik,at(it1)k]

i=1

Naj bo € > 0 fiksen. Ker je f na intervalu [a, b] enakomerno zvezna, obstaja taksen

d >0, daje ||[f(z) — f(y)]| < e ¢m je |x —y| < . Naj bo n tako velik, da je

b=a —~ §. Potem je ocitno ||f — su|lec < €, saj je za vsak t € [a,b] razdalja do

ustreznega krajisca podintervala manjsa od §. Torej zaporedje {s,} konvergira k f

in f je integrabilna. ([l
Potrebovali bomo Se nekaj lastnosti integrala.

Trditev 2.22. Naj bo X Banachov prostor in funkcija f : [a,b] — X integrabilna
ter a,, 3,7 € [a,b]. Potem velja:

@) |y f1l < (0= a)||flloo-
b) [Tyt = [T fe)dt+ [7 f(t)dt, Kjer velja [ f(t)dt = — [ f(t)dt
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c) Naj bo'Y Se en Banachov prostor in naj bo F' zvezen linearni operator iz X v'Y.
Potem je tudi kompozitum F o f integrabilna funkcija in velja

r ( [ dt) - [

d) Funkcija t — ||f(t)|| je integrabilna in velja

[ st < [isonar

Dokaz. Prva tocka je samo za posebni primer prepisan zadnji del izreka 2.13. Ker je
zozitev stopnicaste funkcije na podinterval spet stopnicasta funkcija, je jasno, da je
funkcija, ki je integrabilna na [a, b], integrabilna tudi na vseh intervalih [¢, d] C [a, b],
saj je njena zozitev na [c, d] limita zozitev stopnicastih funkcij, ki konvergirajo k njej,
na [c, d|. Dokazimo drugo to¢ko. Najprej vidimo, da se da enac¢bo, ki jo dokazujemo,
vedno zapisati tako, da je na levi integral po najvec¢jem intervalu, na desni pa vsota
ostalih dveh. Zato lahko brez skode za splosnost predpostavimo, da je a < § < 7.
Naj bo s € S([a, 7], X). Definirajmo s1(t) = s - X[a,5(t) in s2(t) = s(t) - x(8,4(%).
Funkciji s; in sy sta stopnicasti in njuna vsota je enaka s. Zaradi linearnosti integrala

je potem
Y Y Y
/s(t)dt_/ sl(t)dt+/ 5a(t) dIt.

Funkcija s; poleg nicle iz X zavzame Se vrednosti, ki jih oznac¢imo z xq, xs, ..., T,.
Potem je po definiciji integrala stopnicaste funkcije

s zwz )40 (y = B)+0-U(s7(0)\ [6.7)

_Zml )+ 0+ Usi(0) \ [8.7))

= /f s1(t) dt,

kjer smo pri zadnji enakosti upostevali da je na intervalu [, B], s1 = s. Podobno
vidimo, da je tudi [,'s g S t)dt = fﬂ so(t = [7s5(t)dt. Tako smo dokazali Ze-

ljeno enakost za stopmcaste funkcije. Ce je {sn} zaporedje stopnicastih funkcij, ki
konvergira k f, je

Y Y
/ FO)dt = Tim | s, () dt
a n—o0 a

- lim </jsn(t)dt+/;sn(t)dt)

B Y
= lim sp(t)dt + lim sp(t) dt

n—o0 a n—o0 B

S tem je druga tocka dokazana.
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Za dokaz tretje tocke najprej vidimo, da je zaradi linearnosti F' enakost, ki jo
dokazujemo, za stopnicaste funkcije to¢na. Zaradi zveznosti F' pa velja

/bF F)dt = tim [ Fos,()di = lim F (/bsn(t) dt)

n—o0 a n—oo

:F<Jingo/absn(t)dt) _F (/abf(t)dt>,

kjer je {s,} zaporedje, ki konvergira k f. Pri prvi in zadnji enakosti smo upostevali
zveznost operatorja I, p).
Za dokaz zadnje toc¢ke ozna¢imo za dano funkcijo g preslikavo ¢ — ||g(t)|| z g*. S

temi oznakami se neenakost, ki jo dokazujemo, prepise v || ff ft)dt]] < fab f*(t)dt.
Naj bo s(t) = X ()70 + 5oy X(toter)(H)zi. Potem je s*(£) = Xjgo ()| |zo0]| +
Z?;ll X(tti01] ()] 2i]|. Ker je funkcija f integrabilna, obstaja zaporedje stopnicastih
funkcij {s,}, ki konvergira proti f v neskon¢ni normi. Torej za vsak € > 0 obstaja
taksen ny € N, da je za vsak t € [a,b] ||f(t) — sn(t)]| < €, €m je n > ng. Za

vsak par z,y € X velja [|z]| = ||z — y + y|| < ||z — yl| + [|yl] zato je [|z[| — [|y]| <
||z — y||. Simetri¢no je ||y|| — ||z]| < |ly — z|| = ||z — y||, kar pomeni, da je
llz —yl| > | ||z|] = ||lyl| | Torej velja za vsak t € [a,b] in za vsak n € N ocena
e > If(t) = s = | IF@DO]] = l|sn(t)|] | To pomeni, da s — f* v neskoncni

normi, ko gre n proti neskon¢no. S tem smo dokazali, da je f* integrabilna. Za
stopnicaste funkcije se dokazovana neenakost prevede v trikotnisko neenakost in

zato velja. Zaporedje {|| ff s, (t) dt||} konvergira proti || f; f(t)dt|] in po prejsnjem
tudi fab sk(t)dt — fab f*(t)dt. Ker je za vsak n € N || fab sp(t)dt]] < fab sk (t) dt, je
potem tudi || [7 f(t)dt|| < [7 f*(t) dt. O

Zadnji cilj tega razdelka je dokazati Newton-Leibnizovo formulo. Izpeljali jo bomo
le za zvezne funkcije, saj jo bomo tudi v nadaljevanju uporabljali le zanje. V ta
namen bomo potrebovali definicijo odvedljivosti funkcije, ki slika iz realnih stevil v
Banachov prostor, in eno lemo.

Definicija 2.23. Naj bo X Banachov prostor in f : (a,b) — X. Funkcija f je
odvedljiva v tocki t € (a,b) natanko tedaj, ko obstaja limita
t+h)— f(t
TR~ )

h—0 h

Funkcija f je odvedljiva na intervalu (a,b) natanko tedaj, ko je odvedljiva v vseh
tockah tega intervala. Odvod bomo oznacili s f.

Tako kot za realne funkcije tudi tukaj velja, da je vsaka odvedljiva funkcija tudi
zvezna.

Trditev 2.24. Naj bo X Banachov prostor in f : (a,b) — X odvedljiva v tocki
t € (a,b). Potem je f zvezna v tockit.

Dokaz. Velja

ft+h) - f(t) : o(h)
= t B —
H - i) +=
pri ¢emer mora biti limy_,q @ =0 € X, saj je limita izraza na levi, ko gre h proti

nic¢, ravno norma odvoda f v tocki t. Zgornjo enakost pomnozimo na obeh straneh
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s |h|, upostevamo trikotnisko neenakost in dobimo

1/t +h) = FOI< @] - 18]+ Ho(R)]I-

Vzemimo € > 0. Ker je

o Il _

h—0 | hl
mora biti tudi limy_,o [|o(h)|| = 0. Torej obstaja 0 > 0, da je ||o(h)|| < §, ¢im je
|h| < &. Ce torej izberemo taksen h, da je |h| < min{d, 5 Hf II} jellfit+h)—f(t)]| <
€. UJ

Lema 2.25. Naj bo X Banachov prostor in [ : [a,b] — X zvezna funkcija, za

katero povsod na intervalu (a,b) obstaja odvod f, ki je povsod enak 0. Potem je f
konstanta.

Dokaz. Izberimo € > 0 in « € (a,b). Po definiciji odvoda obstaja za vsak 7 € (a,b)
taksen o, > 0, da je

TOZID )| <
¢im je |t — 7| < d,. Potem velja za vsak t, za katerega je |t — 7| < ¢,
(2) 1F@&) = FOIN=11f) = f(r) =t =) f (D)l < [t = 7le,

saj je f(1) = 0.

Naj bo A = {t € [o,b];||f(t) — f(a)|| < (t — a)e} in t; = sup A. Enacba (2)
za T = « zagotavlja, da je ty > «. Zaradi zveznosti f je jasno tudi, da je to € A.
Da bomo dobili protislovje, predpostavimo, da je ty < b. Izberimo t € (o, %y + )
Potem, z upostevanjem enacbe (2) in dejstva, da je tg € A, izhaja
(@) = f)l] = [1F () = f(to) + f (o) = fl)] < {1f () = f(E)l] + 11 (to) — f()]]

< (t—to)e+ (to — a)e = (t — a)e,

kar je v nasprotju s tem, da je tg zgornja meja mnozice A. Tako lahko za poljuben
a € (a,b) ter € > 0 trdimo, da je za vsak t € [a,b] |[f(t) — f(a)|| < (t — a)e <
(b — a)e. Ko posljemo € proti ni¢, dobimo, da je za poljuben a € (a,b) za vsak
t € [a,bl.||f(t) — f(a)|] = 0. Zaradi zveznosti f lahko posljemo « proti ni¢, in
dobimo, da za vsak t € [a,b] velja || f(t) — f(a)|| = 0, kar smo zeleli dokazati. [
Izrek 2.26 (Osnovni izrek integralskega rac¢una). Naj bo X Banachov prostor.

a) Naj bo f zvezna funkcija iz [a,b] v X. Potem je za vsak t € (a,b)

/f (o).

b) Naj bo F zvezna funkcija iz [a,b] v X, ki je zvezno odvedljiva na (a,b). Potem
velja

Dokaz. Dokazimo najprej prvo tocko. Naj bo h > 0. Potem je

/ " @ as - [ rsas—ne s




S/t 1f(s) = f(Ollds < h- max [|f(s) = f(t)]

sE[t,t+h]

< / () = FOllds < < max [1£(s) ~ F0)]

+ sE[t+h,t
Tako vidimo, da velja za dovolj majhne h € R

[ ras— [ reas—ne s

/ ") = £ ds

Podobno vidimo za h < 0

[ ras= [easne s

/ (F(s) — £(1)) ds

< [n[- _ max [|f(s) = f)]

s€[t—|hl,t+|hl]

Obe strani delimo s |h| in posljemo h proti 0. Na desni strani dobimo 0 zaradi
zveznosti f, kar pomeni, da odvod obstaja in je enak f(¢). S tem je prva tocka
dokazana. _

Za dokaz druge tocke postavimo G(t) = fo F(s)ds — F(t). Potem je po prvi
tocki funkcija G' odvedljiva in njen odvod je povsod enak 0. Po lemi 2.25 je potem
—F(a) =G(a) = G(b) = f: F(s)ds—F(b). Tako smo dokazali tudi drugo tocko. [J

3. KREPKA ZVEZNOST IN OMEJENOST

V tem razdelku bomo definirali krepko zvezne polgrupe, navedli izreke za prever-
janje krepke zveznosti in pokazali, da so krepko zvezne polgrupe po normi omejene
z eksponentno funkcijo. Vira za ta razdelek sta [3], prvo poglavje in [6] razdelek 9.1.

Na vprasanje, kdaj je enoparametri¢na polgrupa resitev naloge (1), se da eno-
stavno odgovoriti le v primeru, ko je polgrupa T'(t) krepko zvezna v smislu naslednje
definicije.

Definicija 3.1. Zvezna funkcija T : Ry — L(X), kjer je L£(X) prostor zveznih
linearnih operatorjev, ki slikajo iz X v X, opremljen s topologijo konvergence po
tockah, je krepko zvezna. Za druzino funkcij {7'(t)}+>o re¢emo, da je krepko zvezna,
Ce je krepko zvezna preslikava ¢ — T'(t).

To je isto, kot Ce je za vsak x € X preslikava &, : t — T'(t)x zvezna kot preslikava iz
R, v X. Za odprto mnozico O C X namre¢ velja £,1(0) =T '({f € L(X); f(z) €
0}).

Zgornjo ugotovitev povzame definicija:

Definicija 3.2. Druzina omejenih linearnih operatorjev {7'(¢)};>o na Banachovem
prostoru X je enoparametricna krepko zvezna polgrupa, ¢e je krepko zvezna in za
vsak par t,s € R, velja:

Tt+s)=T(t)T(s
- Tt 5) =TT

Primer krepko zvezne polgrupe je druzina operatorjev, ki funkcijo premaknejo na
levo.

Primer 3.3. MnoZica
X = {f € C([0.00)); lim f(x) =0}
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je Banachov prostor za normo ||f|[x = sup,cg, |f(z)|. Na njem definiramo druzino
preslikav
(T(t) ) () = flx+1).
Druzina {T'(t) }+>¢ o€itno izpolnjuje lastnost (3). Vsak premik normo premaknjene
funkcije kve¢jemu zmanjsa, na konstantni funkciji pa jo ohranja. Zato za vsak t > 0
velja ||T(t)|] = 1 in vsi operatorji v {T'(¢)};>0 so omejeni. Potrebno je samo Se
videti, da je za vsak f € X preslikava g5 : [0,00) = X, g7 : t = (x — f(t+ 2))
zvezna. Dovolj je, da je f enakomerno zvezna.
Fiksirajmo ¢ > 0. Ker je
lim f(z) =0,

Tr—r00
obstaja a > 0, da je
€
F@)l< g,
¢im je z > a. Ce sta torej u in v vedja od a, je |f(u) — f()| < [f(w)| + |f(v)] = €.
Zaradi zveznosti f je f na kompaktni mnozici [0,a + 1] enakomerno zvezna. Zato
obstaja d > 0, da je

Vu,v € [0,a+ 1) Ju —v] < d = |f(u) — f(v)] <€
Ta delta je potem dober za cel interval [0, 00).
Najprej bomo potrebovali nekaj izrekov za preverjanje krepke zveznosti.

Lema 3.4. Naj bo X Banachov prostor, K C R kompaktna mnoZica in {T'(t) }+ex C
L(X) druzina linearnih operatorjev. Potem so ekvivalentne trditve:

a) {T(t) }iex je krepko zvezna.

b) Za vsak t € K je norma ||T(t)|| koncna in preslikave K — X, t — T(t)x so
zvezne za vsak x € D, kjer je D povsod gosta mnozica v X.

¢) Funkcija K x C — X, (t,z) = T(t)x je enakomerno zvezna za vsako kompaktno
podmnozico C C X.

Dokaz. Ker so tocke vedno kompaktne, je o¢itno, da iz ¢) sledi a). Ob predpostavki,
da velja a), so zaradi krepke zveznosti T' preslikave t — T'(t)z zvezne za vsak x €
X. Ker je K kompaktna mnozica, so omejene. Zato je po principu enakomerne
omejenosti (izrek 2.8) druzina {T'(t)}+cx omejena po normi. Tako smo dokazali, da
iz a) sledi b). Potrebno je videti e, da iz b) sledi ¢).

Naj bo M > ||T'(t)|| za vsak t € K, € > 0 in C kompaktna podmnozica v X.
Potem obstaja kon¢no mnogo tock xi,xs,...,x, € D, tako da je

" €
Cccl| K |z, —|.
U (=)
Izberimo takSen § > 0, da je za vsak i = 1,2...,n in za vsak par s,t € K.|[t—s| < ¢
razdalja ||T(t)z;—T'(s)x;|| manjsa od e. Taksen § obstaja, ker so preslikave ¢t — T'(t)z

po predpostavki b) zvezne za vsak x € D. Naj bo = € C poljuben. Potem obstaja
taksen j med 1 in n, da je ||z — x;{| < §7. Ocenimo za |t — s| < § in ||z — y|| < 47
T (s)x =Tyl = 1T (s)(z — ;) + T(s)w; = T(t)w; = T(t)(w — ;) + T(t)(z —y)l| <
< IT(s)(w =zl + 1T (s)x; = T@)asl| + [ T(E) (@ — 2)[| + [T () (2 —y)l| <
€ € €
<M-— M-—4+M-— =4
< M + €+ Vi + Y €

Torej je (t,x) — T'(t)x res enakomerno zvezna. O
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Kot posledico te leme dobimo z upostevanjem lastnosti (3) $ibkejSe pogoje za
preverjanje krepke zveznosti.

Trditev 3.5. Za druzino operatorjev {T'(t)}t>0, ki ima lastnost (3), so ekvivalentne
trditve:
a) {T(t) }i>0 je krepko zvezna polgrupa.
b) limy o T'(t)x = x za vsak v € X.
c¢) Obstajajo 6 >0, M > 1 in povsod gosta mnoZica D C X, tako da velja:
i) ||IT(#)|| < M za vsak t € [0,0],
i) limyo T'(t)r = = za vsak x € D.

Dokaz. Najprej dokazemo, da iz a) sledi ¢). Ker je operator T' krepko zvezen za vse
x € X velja limy o T(t)x = . Drugi del ¢) je s tem dokazan. Prvi del pa dokazemo
s protislovjem. Recimo, da za vsak § > 0 in za vsak M > 1 obstaja ¢ € [0, ], da je
||T(t)|| > M. To pomeni, da obstaja zaporedje {¢,}, ki gre proti 0, ko gre n proti
neskon¢no, za katero gre lim,, ., ||7(¢,)|| proti neskon¢no. Po principu enakomerne
omejenosti 2.8 mora zato obstajati x € X za katerega je lim, o ||T'(t,)z|| = oo, kar
pa je v nasprotju z zveznostjo 7' v ni¢li (||x|| je kon¢na za vsak x).

Za dokaz c¢) = b) ozna¢imo s K zaporedje nenegativnih Stevil {¢,},en, ki kon-
vergira k 0. Potem je K U {0} kompaktna mnozica, T'|x je omejena po operatorski
normi zaradi c.i (izven intervala [0, 4] je konéno mnogo ¢lenov zaporedja {t,}). Za-
radi c.ii, pa je T(:)|xz zvezna v 0 za x € D, ostale tocke K pa so izolirane, zato
je T(")|xx zvezna za vse x € D. Zato je zaradi ekvivalence izjav a) in b) v lemi
3.4 limita lim,, o, T'(t,)z = = za vsak x € X. Ker je bilo zaporedje {t,,} poljubno,
to pomeni, da je za vsak z € X in za vsako zaporedje {s,} nenegativnih stevil, ki
konvergira k 0, lim,,_,o, 7'(s,)x = x, kar pa ze implicira b).

Preverimo $e, da iz b) sledi a). Naj bo t5 > 0 in = € X. Potem je

: B - L o
lim ||t + h)z — T(to)xl| < [|T(to)]] - im [[T(h)x — z]| =0

dokaz za zveznost z desne v tocki ty. Zveznost z leve dobimo iz ocene, da je za h < 0:
1T (to + h)x = T'(to)x|| = [|T(to + h)(x = T(=h))|| < [|T(to + h)[| - [l — T(=h)z|]

Ce je torej ||T(t)|| konéna na intervalu [0, %], je zveznost z leve Ze dokazana. Ker je
po predpostavki limg o ||T(t)x|| = ||z||, obstaja § > 0, da je ||T'(t)z|| koncno za vse
x € X in za vse t € [0,9]. Potem je po principu enakomerne omejenosti (izrek 2.8)
tudi ||T'(t)|| konéna za vse t € [0,0]. Naj bo M zgornja meja za {||T(t)||}icp0,5 in
s € [0,to] poljuben. Potem je

()| = T(EJ -5+90> ,

IT()]] < [|IT(S)]|'5 - ||T ()] < ML,

S tem smo dokazali tudi zveznost z leve. O

kjer je p < 6. Zato je

Na koncu zadnjega dokaza smo ocenili ||T'(s)|| z eksponentno funkcijo za kar smo
potrebovali le, da je ||T'(s)|| omejena na nekem zacetnem intervalu [0, d]. Za krepko
zvezno polgrupo {T'(t) }+>0 je za vsak x € X preslikava t — T'(t)x zvezna. To pomeni,
da je za vsak x € X mnozica {T(t)x;t € [0, 1]} kompaktna in zato omejena. Potem
po principu enakomerne omejenosti (2.8) obstaja M > 1 (manjsi od ena ne more
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biti, saj je ||T(0)]| = || Id]|| = 1), tako da je ||T(t)|| < M za vse t € [0,1]; na enak
nacin kot prej lahko torej za vsak t € R, ocenimo, da je

IT@)|| < M- MY = MM < N et
kjer je w = In M. Dokazali smo

Trditev 3.6. Naj bo {T(t)}+>0 krepko zvezna polgrupa. Potem obstajata Stevili
M >1inw€R, davelja ||T(t)]| < Me“t.

Sedaj lahko definiramo:
Definicija 3.7. Za dano krepko zvezno polgrupo {7T'(t)};>¢ ozna¢imo
wr = inf{w € R;IM, > 1.||T(#)|| < M,e*'}

Ce je wr < 0, pravimo, da je polgrupa omejena; ¢e je wr < 0 in ¢e smemo vzeti
M = 1, potem so vsi elementi polgrupe skrcitve in re¢emo, da je polgrupa skrcitvena.
V primeru ko za vsako izbiro t € Ry in z € X velja ||T(t)z|| = ||z||, je polgrupa
1zometricna.

Naslednji primer podaja polgrupo {7'(t)}+>0, za katero je wp = —o0.

Primer 3.8. Naj bo X = {f € C(—00,0];lim,,_ f(z) = 0}. Potem je X Ba-
nachov prostor za supremum normo (limita enakomerno Cauchyjevega zaporedja je
zvezna). Definirajmo druzino funkcij {7'(¢)}+>o na X

(T ) (@) =" fx — 1)
Preverimo najprej, da je T(t + s) = T(¢)T(s).
(T(t+5)f)(w) = e G2 f (o — (1 4 5))
Po drugi strani je
(TN(T(s)f)x = e 2o 20D f((g—s) —t) = 22 p g (45))

Torej {T'(t) }+>0 izpolnjuje lastnost (3). Krepko zveznost dokazemo podobno kot v
primeru 3.3.

Prepric¢ajmo se, da je res wr = —oo. Norma ||T'(t)|| je enaka
IT(t)]| = sup [[e™ ™ f(e—t)[[x < sup suple [ 1=e"
1fllx=1 Ifllx=1 =

Naj bo w poljubno realno stevilo. Velja wr < w, ¢e lahko najdemo taksen M, da
za vsak t > 0 velja ||T'(¢)|| < Me*'. Upostevajo¢ zadnje tri vrstice se to prevede v
zahtevo

ot < Me*t
Logaritmiramo obe strani te neenac¢be in dobimo:
—*<InM+wt=t"+wt+InM >0
za vsak t > 0. To pa pomeni, da mora biti w? —41In M < 0 oziroma
M > ewTQ.
Torej lahko za vsak w izberemo taksen M > 1, da je ||T(¢)|] < Me*" in zato je

wp = —0OQ.
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4. GENERATOR KREPKO ZVEZNE POLGRUPE

V tem razdelku bomo definirali generator krepko zvezne polgrupe in dokazali nekaj
njegovih lastnosti. Vira za ta razdelek sta [3] drugo poglavje, [6] razdelka 1.8 in 9.3.

Lema 4.1. Naj bo {T(t)}s>0 krepko zvezna polgrupa, X Banachov prostor in x € X
poljuben. Potem je funkcija &, = ¢ — T(t)x odvedljiva natanko tedaj, ko je z desne
odvedljiva v 0 in velja &,.(t) = T(t)E:(0), kjer £.(0) oznacuje desni odvod funkcije
() v

Dokaz. Ce je funkcija povsod odvedljiva potem je odvedljiva tudi v 0. V nasprotno
smer je odvedljivost z desne za vsak t € R, jasna iz

lim T(t+h)x—T(t)x — T(t)lim T(h)x — T(O)x.
RJ0 h R10 h
Najbot>0in h <0, —h < t. Potem velja

. T+ h)z—=T(t)z . ‘ T(—he—z .
1;%1 A —T(t)&(0) = lf%l T(t+h) (——h - 51(0)> +

FUm Tt + 7)&(0) = T(1)6(0)

Prvi ¢len na desni strani gre proti 0, saj je ||T(t + h)|| kon¢no za vse h, ostanek pa
gre proti ni¢ zaradi krepke zveznosti. O

Za tiste x € X, za katere obstaja desni odvod funkcije &, v 0, oziroma je zanje
funkcija &, (t) odvedljiva na R, lahko potem definiramo linearen operator A, Ax =
€:(0). Linearnost A je o€itna iz linearnosti limite.

Definicija 4.2. Generator krepko zvezne polgrupe {7T'(t)}:>o je linearen operator
A:D(A) = {z € X;3,(0)} = X, Az = £,(0).

Nastejmo nekaj lastnosti generatorja:

Lema 4.3. Za generator A krepko zvezne polgrupe {T'(t)}i>0 velja:
(1) Ce jex € D(A), je tudi T(t)x € D(A) in velja LT (t)e = AT (t)x = T(t)Ax.
(2) Za vsakt >0 inx € X je

/tT(s)m ds € D(A)
(8) Za vsak t > 0 je za vsakaze X
(4) e —x = A/ s)x ds;
ce je x € D(A), je desna stran (4) dalje enaka
/Ot T(s)Axds.

Dokaz. Dokazimo najprej prvo tocko. Naj bo x € D(A). Potem po lemi 4.1 obstaja
lim T(t+h)x—T(t)x — lim Th)T(t)x —T(t)x
hl0 h hl0 h

Na desni strani imamo odvod funkcije s — T'(s)(T(t)x) = &rwe(s). Po definiciji
generatorja je torej T'(t)r € D(A) in AT (t)x = T'(t)Ax.
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Tocki 2 in 3 dokazemo hkrati. Naj box € X in¢ > 0. Diferen¢ni kvocient funkcije

u— T(u) /OtT(s)x ds

je enak

(5) %(T(h) /0 T(s)rds — /0 tT(s)xds).

Po trditvi 2.22 je to enako

1 [ 1
—/ T(s+h)xds——/ T(s)xds,
h Jo h Jo

kar je po substituciji v = s + h v prvem ¢lenu enako
1 t+h 1 t
E/h T(u)rdu — E/o T(s)xds

1 t+h 1 h
(6) = —/ T(s)xds — —/ T(s)xds

h Ji h Jo
Ko gre h | 0, gre (6) proti T'(t)x —x. To pomeni, da obstaja ista limita tudi v izrazu
(5) in je po definiciji generatorja enaka

A /0 tT(s)x ds

S tem sta ze dokazana druga tocka in prvi del tretje tocke.
Potrebno je pokazati Se drugi del tretje tocke. Ker T'(h) in T'(s) komutirata za

vsak t,s € Ry, je z upoStevanjem tretje tocke trditve 2.22
K T(h)x —x

A/O T(s)xds = lim %(T(h) — Id)/0 T(s)xds=1lm [ T(s)

ds
R0 hlo J, h

Velja:

/Ot:ms)% ds — /OtT(s)Axds

[ (T2 ) a) < [ [F2E - a

Naj bo M zgornja meja ||T°(s)|| na intervalu [0,¢] (obstaja po trditvi 3.6). Ker je
x € D(A), za vsak € > 0 obstaja d > 0, da je

T(h)x —x

ds

€

A -
h $‘ <M
¢im je h < . Za h < ¢ je torej
t T h . t
/ 17(s)]| M—Ax’ds</ Cds =
0 h ot
S tem je dokazan tudi drugi del tretje tocke. O

éeprav generator krepko zvezne polgrupe v splosnem ni zvezen, ima nekaj lepih
lastnosti.
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Trditev 4.4. Generator krepko zvezne polgrupe na Banachovem prostoru X je zaprt,
njegovo definicijsko obmocje je povsod gosto v X in vsaki dve razlicni polgrupt imata
razlicna generatorja.

Dokaz. Naj bo {T'(t)}+>0 krepko zvezna polgrupa na Banachovem prostoru X. Po-
kazimo najprej, da je njen generator A zaprt. Vzemimo zaporedje {x, },en C D(A)
za katero obstaja limita lim,, .. (x,, Az,) = (z,y) € X x X. Po tretji tocki leme
43 jezavsenint >0

t t t
‘ / T(s) Ay ds — / T(s)yds|| < / 1T (s)]| 1| Az — ]| ds
0 0 0

in ker je lim, ,, Ax, = y, lahko podobno kot v zadnjem delu dokaza leme 4.3
vidimo, da je

t
Tz, —x, = / T(s)Az, ds
0

Ker je

T(t)xr —x = /0 T(s)yds.

Ko obe strani te enakosti pomnozimo z % in posljemo ¢ z desne proti 0, dobimo, da
je x € D(A) in da je Az =y, torej je (x,y) v grafu A in je zato A zaprt.
Po drugi tocki leme 4.3 je za vsak t > 0inz € X

1 t
;/ T(s)xds € D(A).
0
Ker je
1 t
lim- [ T(s)xds ==,
tl0 t 0

je mnozica D(A) povsod gosta v X.

Za izpeljavo zadnjega dela predpostavimo, da je {S(¢)}icr, krepko zvezna pol-
grupa na X, katere generator je prav tako A. Oglejmo si preslikavo s +— 7,(s) =
Tt —s)S(s)rzax € D(A),t>0in0 < s <t Zafiksnas € Ry inz € X je
funkcija

AS(s)x Cejeh=0

zvezna po lemi 4.3. Ker je mnozica

c— {S(”h)x_s(s)’”;h € (0. 1]} U {AS(s)2)

S(s+h)z=S(s)x
I s { == Cejeh>0

h
slika intervala [0, 1] z zgornjo funkcijo, je kompaktna. Velja
Nz (s + h) — nz(s) S(s+h)x—S(s)x T({t—s—h)—T(t—s)
_|_
h h h
Po zadnji tocki leme 3.4 in po prvi tocki leme 4.3 gre prvi ¢len na desni, ko gre h proti
0, proti T'(t — s)A S(s)z. Drugi ¢len gre po lemi 4.3 proti —AT(t — s)S(s)x. Zopet
po lemi 4.3 je vsota teh dveh ¢lenov enaka 0. Ker je 1,(0) = T'(t)x in n,(t) = S(t)x
je za vsak © € D(A) in za vsak t € R, S(t)z = T'(t)z. Ker je mnozica D(A) povsod
gosta in ker sta za vsak t operatorja S(t) in T'(t) zvezna, je T'(t)x = S(t)x za vsak
x, torej sta polgrupi {T'(t)}i>0 in {S(t) }ier, enaki. O

S(s)x

=T({t—s—h)
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5. V NORMI ZVEZNE POLGRUPE

Vira za ta razdelek sta [6], razdelki 9.2, 9.6, 9.7 in [3], drugo poglavje. Naj bo X
Banachov prostor. Prostor £(X) zveznih linearnih operatorjev, ki slikajo iz X v X,
opremimo z operatorsko normo. Oglejmo si Cauchyjevo zaporedje { A, }nen C L(X).
Kerjezar € X

(7) 1(An = An)z|] < [|An — Anl] []2]]

je za vsak x € X zaporedje {A,x},eny Cauchyjevo in zato obstaja limita Az =
lim,, .o, A,x. Operator A je o€itno linearen in za vsak € > 0 je za dovolj velika n in
m desna stran v (7) manjsa ali enaka e€||x||. Posljemo n proti neskon¢no in vidimo,
da za dovolj velik m velja ||Ax — A,,z|| < €||z||, kar pomeni, da A,, — A v normi
in da je za vsak © € X ||Az|| < (||Anl| + €)|]z||- Od tod vidimo, da je A omejen
in zato zvezen operator. Tako smo pokazali, da je £(X) opremljen z operatorsko
normo Banachov prostor. Oznac¢imo ga z B(X).

Zaostrimo zahtevo iz definicije krepko zveznih polgrup in namesto krepke zveznosti
za druzino {T'(t) }+>0, zahtevajmo zveznost preslikave t — T'(t) kot preslikave iz Ry v
B(X). Dobili smo poseben primer krepko zveznih polgrup, ki pa je zelo pomemben.
Zaradi njegovih lepih lastnosti si bomo z njim pomagali pri generiranju splosnih
krepko zveznih polgrup.

Izrek 5.1. Naj bo {T'(t)}+>0 glede na operatorsko normo zvezna polgrupa. Potem je
njen generator povsod definiran in zvezen.

Dokaz. Ker je s — T(s) zvezna funkcija iz Ry v Banachov prostor B(X), za vsak
t € R, obstaja zvezno odvedljiva funkcija V(t) = fot T(s)ds in limgo 1V (t) = Id.
Ce je torej tg > 0 dovolj majhen, velja

V(to) _ Id V(to).il? .
to to

V(to)x
to

> Yjal =
— ||
2

<1: <1||||:
2 I1*

1
= [V(to)a] > Stollo]

Desna stran zadnje neenakosti je ve¢ja od ni¢, kakor hitro je x # 0, kar pomeni, da
je linearna preslikava V(o) injektivna, zato obstaja levi inverz V (t)~! preslikave
V(to). Za poljuben t € R, je

T(t) = V(te) 'V (te)T(t) = V(te)™* /0 ’ T(s)T(t)ds = V(to)‘l/t i T(s)ds =

=V(to) [Vt +1t0) — V(1))
Funkcija t — V (to) [V (t+to) — V(t)] je zvezno odvedljiva, saj je t — T'(t). Zato je
funkcija ¢t — T'(t) tudi zvezno odvedljiva glede na operatorsko normo za vsak ¢t > 0.
Njen odvod mora biti zaradi linearnosti enak 7°(0)7'(t). Potem pa je T'(0) generator
te polgrupe, ki je oc¢itno zvezen in povsod definiran. O

Naj bo A generator glede na operatorsko normo zvezne polgrupe {7'(t) };+>¢. Videli
smo, da potem velja T'(t) = AT(t). Naivno bi si resitev te enacbe predstavljali kot
T(t) = e, Ker je operator A omejen, lahko definiramo:

Definicija 5.2. Eksponentno funkcijo operatorja definiramo z vrsto:
etA B tk:Ak
k!

k=0
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Vrsta norm ¢lenov vrste na desni strani konvergira k e!ll4ll za vsak t > 0, ¢e vza-
memo A° = Id. Zato lahko kompozitum e*4e*4 izra¢unamo kot Cauchyjev produkt
vrst:

0 m gm Am

T AT £ AR t+ )" A
S Gr T ey Ay (e
J

n=0 m=0 ’ n=0

S tem smo pokazah, da za vsako druzino funkcij {7'(¢)};>0, podano s predpisom
T(t) = e, velja lastnost (3) iz definicije krepko zvezne polgrupe. Ker velja

ZhﬂA” Zlhl A" ot nan _ 4

n=1

e 1] =

kar gre proti ni¢, ko gre h — 0, je
lim WA — ot = lim (" — et = 0
h—0 h—0

tA

in posledi¢no je preslikava t — e'* zvezna. S tem smo pokazali prvi del sledece

trditve.

Trditev 5.3. Naj bo A zvezen linearni operator na Banachovem prostoru X in
{T(t)}s>0 druZina funkcij na X, podana s predpisom T(t) = . Potem je {T(t) }s>0
glede na operatorsko normo zvezna polgrupa in njen generator je A.

Dokaz. Pokazati moramo Se, da je A generator te polgrupe, torej da je desni odvod
funkcije ¢ — T'(t) v 0 enak A. To pa je res, saj

T(h) -1 ZORITTAN SR A el 1A

—— A=) ——| < = Al = 0

et S DD Al o
ko gre h | 0. ]

Posledica te trditve je, da je vsaka polgrupa, ki ima povsod definiran generator,
zvezna v normi. Povsod definiran generator A je namre¢ po izreku o zaprtem grafu
zvezen, kar pa pomeni, da je polgrupa, ki jo generira oblike {e1};>.

Da bo opis v normi zveznih polgrup popoln, je potrebno videti Se, da so vse v normi
zvezne polgrupe te oblike. To pa je jasno, saj generator enolicno dolo¢a polgrupo,
ki ji pripada. Ce je torej {T'(t)};>0 v normi zvezna polgrupa je njen generator enak
7(0), hkrati pa je po prejsnji trditvi 7°(0) tudi generator polgrupe {e*4},50, e je
A = T(0). Od tod sledi trditev, s katero smo dokon¢no klasificirali krepko zvezne
polgrupe.

Trditev 5.4. Naj bo X Banachov prostor in {T'(t )}t>0 v normi zvezna operatorska
polgrupa na njem. Potem je T(t) = ', kjer je A = T(0).

6. RESOLVENTA GENERATORJA KREPKO ZVEZNE POLGRUPE

V tem razdelku definiramo resolvento zaprtega linearnega operatorja in si ogle-
damo lastnosti resolvent generatorjev krepko zveznih polgrup. Pomembne so pred-
vsem ocene za normo resolvente, ki jih bomo potrebovali v naslednjem poglavju.
Vira za ta razdelek sta [6], razdelki 8.1, 9.4 in [3|, drugo poglavje razdelek 5.1.

Definicija 6.1. Resolventna mnoZica zaprtega linearnega operatorja A na Bana-
chovem prostoru X je mnozica p(A) = {\ € C; A\Id —A ima za sliko ves X, obstaja
zvezen inverz (A\Id —A)~'}. Za vsak A € p(A) ozna¢imo inverz preslikave A\ Id —A z
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R(A, A) in mu re¢emo resolventa. Spekter o(A) operatorja A je komplement mnozice
p(A).

Naj bo A € C in S(t) = e MT(t), kjer je {T'(t)}+>0 krepko zvezna polgrupa
operatorjev na Banachovem prostoru X z generatorjem A. Potem je tudi S(t)
krepko zvezna polgrupa. Za x € D(A) velja

—)xtT t _ T(t o At
fim O =2 n gy LT e
t10 t tl0 t10 t t10 t
Y
= Azx — \z

= Ax — Az lim
to  —
Torej je generator polgrupe {S(¢)}+>o enak A — A1d in njegovo definicijsko obmocje
je enako D(A). Ce to vstavimo v 4.3, dobimo lemo, ki jo bomo potrebovali za dokaz
nekaterih lastnosti spektra in resolvente generatorjev krepko zveznih polgrup.

Lema 6.2. Naj bo A generator krepko zvezne polgrupe {T'(t)}i>0 operatorjev na
Banachovem prostoru X. Potem za vsak A € C, t > 0 in x € X velja

t
e M () — 2 = (A — M1d) / e MT(s)xds.
0
Ce pa je x € D(A), je zgornji izraz enak
t
/ e MT(s)(A — Nd)x ds.
0

Izrek 6.3. Naj bo {T(t)}+>0 krepko zvezna polgrupa na Banachovem prostoru X in
naj bosta konstanti w € R in M > 1 taksni, da je ||T(t)|| < Me“" za vsak t > 0.
Potem drzijo sledece trditve o generatorju A polgrupe {T(t)}i>o.

a) Ce je A € C taksen, da obstaja Rp(\)z = limy_,o f(f e T (s)xds za vse v € X,
je A € p(A) in R(\, A) = Rr())
b) Ce je Re X > w, je A € p(A) in R(\, A) izracunamo z integralom v prvi tocksi.

¢) [|[R(N, A)|| < 555 za vsak X, za katerega je Re A > w.

Dokaz. Dokazimo najprej prvo tocko. Ce pisemo S(t) = e MT'(t), je tudi {S(t)}s>0

krepko zvezna polgrupa, katere generator ima isto definicijsko obmocje kot A, in

Rr(X\) = Rg(0). Zato smemo brez skode za splosnost predpostaviti, da je A = 0.
Naj bo z € X poljuben in h > 0. Velja:

T(h) —1d CT(h)—1d [ -
TRT(O)x = T/o T(s)xds =

1 [ 1 [~
:—/ T(s+h)xds——/ T(s)xds =
h Jo h Jo

—1/OOT() d —1/O°T() d ——l/hT() d
—hh SfL‘ShO SZL’S—hO S)xr as

Ko posljemo A | 0, vidimo, da je kodomena funkcije Rr(0) vsebovana v D(A) in da
je ARr(0) = —1Id. Po drugi strani je za vsak € D(A):

t

lim [ T(s)xds= Rr(0)

t—o00 0
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in po tretji tocki leme 4.3 je

t t
lim A/ T(s)xds = lim | T(s)Azxds = Ryp(0)Ax
t—00 0 t—o0 0

kar zaradi zaprtosti operatorja A pomeni, da je Rr(0)Az = ARr(0)x = —x. Zato
je Rr(0) = (—A)~!. Ker je A zaprt operator, je tudi (—A)~! zaprt operator in ker
je Rr(0) po predpostavki definiran povsod, je tudi (—A)~! definiran povsod. Po
izreku o zaprtem grafu (izrek 2.12) je potem to zvezen operator, zato je 0 € p(A) in
je po zgoraj dokazanem Rp(0) = R(0, A).

Drugi in tretji del dokazemo s pomocjo ocene

t
/ e MT(s)xds

0

t t
< / e T(s)e]|ds < / e T(s)]] [lel|ds <
0 0

t t
/ M]Je“ 9| ||z]|ds = M / @ ReNs 4 |||
0 0

. . . .M
Ko gre t proti neskonc¢no, gre desna stran te ocene zaradi Re A > w proti Milell
) ReA—w’

kar pomeni, da integral na levi strani obstaja za vsak x € X. S tem je druga tocka
dokazana.
V skladu s prvo tocko je limita zacetka ocene, ko gre ¢ proti neskonc¢no, enaka

|R(X, A)z||. Torej je [|[R(\, A)z|| < pilZl in zato [|R(A, A)|| < gl O

Posledica 6.4. Za generator A polgrupe {T'(t)}>o operatorjev na Banachovem pro-
storu X, za katero je za vse t > 0

1T < Me,
velja, da je za vsak N\ € C za katerega je Re A > w in vsakn € N

(_1)n—1 dm! 1 - n—1_—As
(n—l)!'d/\"*lRO\’A)m:m i s"te T (s)xr ds

8) R\ Az =

za vsak v € X. Posledicno za vsak n € N in A € C za katerega je Re A\ > w velja
ocena

M

Za dokaz te posledice potrebujemo lemo:

Lema 6.5. Naj bo X Banachov prostor. Za generator krepko zvezne polgrupe A :
X D D(A) = X velja
a) MnoZica p(A) je odprta podmnoZica C in za vsak pu € p(A) in A € C.lu — A| -
[|R(p, A)|| < 1 velja, da je A € p(A) in S(A\) = R(\, A), kjer je
SA) =) (= N"R(p, A"+
n=0

b) Za vsak n € N je

dn

dAr

R\ A) = (=1)"n!R()\, A)"
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Dokaz. Vrsta iz prve tocke konvergira po operatorski normi, saj je

Z = )\anu A)n-H
n=0

<ZHM M) R(p A" R, A =

ClRGsA)
L= {(u =) [|R(p, A
Potrebno je videti le 8e, da je S(A\) = R(A, A). Pomnozimo S(\) z desne z

Ad—A) = (pIld—A)+ (N —p)Id

in dobimo

(= N)"R(u, A" (puId —A) — (u— N)" M R(u, A"

NE

S(A)(AId—A) =

3
I
o

Po definiciji R(u, A) (6.1) je to enako

oo

Id — (. — N R(p +Z = N"R(p, A" — (n— N R, A = 1d.

Podobno dobimo, ¢e S(A) mnozimo z leve z (A\Id —A). S tem je prva toc¢ka dokazana,
saj smo videli, da je res S(\) = R(X\, A) in da za vsak u € p(A) obstaja krog s
sredis¢em v p, ki je vsebovan v p(A).

Drugo to¢ko dobimo iz prve. Vrsto za R(A, A) lahko odvajamo po ¢lenih. Zaradi
absolutne konvergence obeh vrst je

R\ +h,A) — iu A — h

h U= g,y

=0

Ko posljemo h — 0, desna stran konvergira proti vrsti iz odvodov. Zato obstaja
limita, ko gre h proti 0 leve strani in je enaka vrsti odvodov. Potem predstavitev
resolvente z vrsto iz prve tocke deluje kot Taylorjeva vrsta in dokazan je tudi drugi
del leme. 0

Dokaz posledice 6.4. Po drugi tocki zgornje leme je prva enakost v (8) o¢itna. Ker
je

f[)oo e_(M—d)ST(S)x d‘js_ fooo e_’\ST(s):c ds . /oo Se—AsT(S)m L
0

0o 6—63 -1 . oo e—6s -1 .
5 + s | e T(s)xds|| < 5 +s | e T (s)xds|| — 0,
0 0

ko gre o proti 0, je

d

WA e T (s)rds = —/0 se " T(s)z ds

Uporabimo izrek 6.3 in indukcijo, da dobimo drugo enakost v (8).
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Zadnji del posledice dobimo iz ocene:

n 1 > n— —S8
[|R(\, A) x|| = m ‘/0 s" e M (s)xr ds
< (an)'/ Snfle(wfRe/\)sds. H];H
— D J,
R
~ (ReA —w)n
zavse r € X. O

7. GENERIRANJE KREPKO ZVEZNIH POLGRUP

Vira za ta razdelek sta [6], razdelek 9.8 in [3], drugo poglavje. V cetrtem razdelku
smo opisali, kako dobiti generator dane krepko zvezne polgrupe in nasteli nekaj
njegovih lastnosti. V tem razdelku pa bomo §li v obratno smer. Zanima nas torej,
kdaj je dani operator na Banachovem prostoru generator krepko zvezne polgrupe in
kako dobiti to polgrupo z njegovo pomocjo. Pri tem si bomo pomagali z ugotovitvami
iz Cetrtega razdelka, kjer smo videli, da v enakomerno zveznem primeru polgrupo
iz generatorja A dobimo kot e*4. To bo glavna ideja tudi v tem razdelku, le da za
neomejen operator A vrsta

N AL

E —

, 7!

=0
ne konvergira nujno. Zato bomo potrebovali drugacen nacin za izrac¢un potence.
Ideja, ki jo je prvi predlagal K. Yosida, je, da vzamemo zaporedje zveznih priblizkov

{A,}, ki konvergira k A, in potem za et4 yzamemo limito lim,,_,., ", Za zvezen
operator A,, namre¢ velja

00 i s oo s .
tzAz tz||A ||z
2| < 2 llall = el
i=0 ’ i=0 )

in vrsta konvergira na celem X.
Naslednja lema bo v pomo¢ pri iskanju pravega zaporedja priblizkov.

Lema 7.1. Naj bo D(A) C X povsod gosta podmnoZica X in A : D(A) — X zaprt
linearni operator. Naj obstajata taksna w € R in M > 0, da je [w,00) C p(A) in
IAR(N, A)|| < M za vsak A > w. Potem velja:

lim AR\, A)z ==z

A—00
Dokaz. Po definiciji resolvente za vsak y € D(A) velja (A\Id —A) R(\, A)y =y, od
koder zaradi linearnosti sledi, da je AR\, A)y = A R(\, A)y+y = R(\, A) Ay + vy,
kjer zadnja enakost sledi po lemi 4.3 in izreku 6.3. Ko gre A proti oo, gre izraz na
desni proti y, saj je po predpostavki ||R(A, A) Ay|| < %HAyH Ker je D(A) povsod

gosta v X, obstaja za vsak © € X takSen y € D(A), da je ||z — y[| < 3/575- Potem
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je za dovolj velik A

|IAR\, A)x — z|| = [|]ANR(\, A)z — AR(A\, A)y + AR(N, A)y —y +y — x|
< IARA, A)z = AR(N, Ayl + [IAR(A, A)y — yl| + [|z — ]
< IARO A)(a = y) Il + AR A)y =yl + 57

M+1
€

M+1

< AR, Al = yll + [IARA, A)y =yl +

€ €
M AR\, A)y —y|| = AR(N, A)y —
< M T RO, Ay — = e+ ARG, A)y —
Ko gre A\ — o0, gre drugi ¢len proti 0 in lema je dokazana. U

Direktna posledica zgornje leme je, da je
lim A AR(A\, A)x = lim AR(\, A) Az = Az
A—00 A—00

za vsak x € X, kar kaze na to, da bi za operatorje A, lahko vzeli nAR(n, A).

Odgovor na vprasanje, kako iz danega operatorja dobiti krepko zvezno polgrupo,
ki jo generira, bomo dobili v dveh korakih. Najprej bomo dokazali izrek, ki govori
o generiranju skréitvenih polgrup, splosni primer pa se prevede na skréitvenega.

Izrek 7.2 (Hille, Yosida). Naj bo X Banachov prostor in A linearni operator A :
X D D(A) — X. Potem so naslednje trditve med seboj ekvivalentne.

a) Operator A je generator krepko zvezne skréitvene polgrupe.

b) Operator A je zaprt, gosto definiran in za vsak X\ > 0 velja A € p(A) in

(9) AR, A <1

c) Operator A je zaprt, gosto definiran, in za vsak X\ € C, za katerega je Re A > 0,
je A€ p(A) in

1
< -
1RO Al < 7

Dokaz. Implikaciji iz prve v tretjo in iz tretje v drugo tocko sta dokazani ze v izreku
6.3. Tako je potrebno dokazati le Se, da iz druge tocke sledi prva. Definiramo
zaporedje Yosidovih aproksimantov {4, } z

A, =nA R(n,A) =n*R(n, A) —nld

za vsak n € N. To so zvezni, med seboj komutirajo¢i operatorji. Naj bo T,,(t) =
et4n. Potem za vsak n € N zaporedje {T},(t)}s>0 tvori enakomerno zvezno polgrupo
linearnih operatorjev. Da dokazemo izrek, je potrebno pokazati, da limita 7'(¢)z =
limy_,oo Ty, (t)x obstaja za vsak = € X in ¢t € R, ter da tvori skréitveno polgrupo z
generatorjem A.

Za vsak n je {T,(t)} skréitvena polgrupa, saj je

| T.(1)]] < el RmAIE < g=ntent _ q

Po osnovnem izreku integralskega racuna, uporabljenem na funkciji s — T, (t —
s)T,.(s)x, veljaza 0 < s <t, & € D(A) in m,n € N:

(10) To(t)e — Ton(t)z — /0 (Tt — $)Tu(s)a) ds

Polemi4.3 je T,,(t—s—h)y = T,,,(t—s)y—hT,,(t—s)Any+o1(h,y) zavsak y € X, saj
je Ay, definiran povsod. Podobno je T, (s+h)x = T,,(s)x+hT,(s)A,x+0y(h, x), kjer
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o(h, ) pomeni tako funkcijo h in x, da je za vsak € X limita limy, .o ~ ( 2 =€ X.
Diferen¢ni kvocient preslikave T, ( $)T,,(s)z lahko potem zapiSemo kot

Ton(t — 8)[Th(s)x + hT,(s)Anz + 09(h, )] N

h
N —hT(t — 8)Ap|Th(s)x + W1, (s)Apx + 02(h, )] + 01(h, ) — T (t — 5)T,(5)x

Zaradi linearnosti operatorjev T, in A,, jél to enako

T (t—s)T,(s)Apx+T,,(t— )M—Tm(t—s)Aan(s)x—hTm(t—s)Aan(s)Anx—

—T(t — 8)Apoa(h, x) + Ol(l;l’ I>
Ko gre h — 0, dobimo
%Tm(t — )T (s)x = T (t — $)Tn(8)Anz — T (t — s) AT (s)x
Ker je T,.(s) = >-i2, ‘j, Al in ker A,, in A, komutirata, je A, T,(s)r = T,(s)Anx

torej je izraz (10) enak

/0 Tt — $)TL(8)(Ay — Ay )i ds

Zato je

t
(11)  |[Ta(t)z — To(t)|| S/O T (E = )| [ Tn(s)]] [|Anz — Apz|[ds <
(12) < t|| Az — Apa]|

Po lemi 7.1 je zaporedje {A,z},en Cauchyjevo za vsak z € D(A). Zato zaporedje
{T,.(t)x}, konvergira za vsak x € D(A), posledi¢no pa tudi za vsaka x € X; dokaz
je enak tistemu v lemi 7.1. Na vsakem intervalu [0,ty) je ta konvergenca enako-
merna. Za dovolj velik ny € N in fiksen z € X je ||T,,(s)z — T'(s)z|| < €. Potem
je || Tn(0) Ty (s)x — Ty ()T (s)z|| < ||Th(t)|l€ < €, saj je {Th,(t)}i>0 skréitvena
polgrupa. Ocenimo ||Tt)T,,(s)x — T ()T (s)x|| = || (t)Tny(s)x — Thy (1) T () +
T )T (s)x =T ()T (s)x|| < € ||Tn, ()T (s)x—T(t)T(s)x||. Ko gre ng — oo gre drugi
¢len proti ni¢. Torej T, ()T, (s)x konvergira k T'(s)T'(t)x. Ker je T,,()T,(s)x =
T,(t + s)x in to konvergira k T'(t + s)z, je T(t + s)x = T(t)T(s)x za vsak x € X,
t,s > 0. Ker je za vsak n € N preslikava T,,(0) identiteta, je tudi 7°(0) identi¢na
preslikava. Torej {T'(t) };>¢ zados¢a pogoju (3) iz definicije krepko zvezne polgrupe.
Ker je za vsak n € Nin ¢t > 0 norma ||7,,(¢)z|| < ||z||, mora biti tudi ||T(t)x|| < ||x]],
torej je za vsak t > 0 preslikava T'(t) skréitev. Naj bo x € X in &,(t) = T(t)r za
t € [0,n) in n € N. Ker je &,(t) limita enakomerno Cauchyjevega zaporedja (glej
(11)), je zvezna. Intervali [0,n), n = 1,2,... tvorijo odprto pokritje mnozice R,
zato je tudi funkcija £ : Ry — X, £(t) = T(t)z zvezna, kar pa Ze pomeni, da je
{T'(t)}+>0 krepko zvezna polgrupa skréitev.

Potrebno je videti samo Se, da je A generator {7'(t)}:>o. Ozna¢imo z B : X D
D(B) — X generator polgrupe {7T'(t)}+>0 in naj bo x € D(A). Ocenimo

|| T (t)Apz — T () Azx|| = || T (t) Az — T, (t) Az + T, (t) Az — T'(t) Az|| <

(13) < ||Anz — Azx|| + ||T0(t) Az — T'(t) Ax||
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Pri neenacaju smo upostevali, da je ||T,,(¢)|] < 1. Ko gre n — oo gre (13) proti
0 neodvisno od t, torej T,(t)A,x konvergira proti T'(¢) Az enakomerno. Ker je na
omejenem intervalu tudi konvergenca 7T, (t)r — T'(t)xz enakomerna, to pomeni, da
je za vsak © € D(A) funkcija t — T'(t)z diferenciabilna (D(A) C D(B)) in velja
Bz = Ax.

Da bomo lahko trdili, da je B = A, moramo videti 8¢ D(B) = D(A). Izberimo
A > 0. Ker je {T'(t) }+>0 skréitvena polgrupa to po izreku 6.3 pomeni, da je A € p(B),
po privzetku v izreku pa je A tudi element p(A). Preslikava R(A, A) = AId —A je
bijekcija med D(A) in X, preslikava R(A, B) = AId —B pa je bijekcija med D(B)
in X, pri ¢emer je njena zozitev na D(A) enaka R(\, A). To je mogoce, samo ¢e je

D(A) = D(B) in posledi¢no A = B. O

Zdaj imamo vse potrebno za dokaz splosnega izreka o generiranju krepko zveznih
polgrup.

Izrek 7.3 (Feller, Miyadera, Phillips). Naj bo X Banachov prostor, naj bo A : X D
D(A) — X linearen operator in naj bosta w € R ter M > 1. Potem so ekvivlantne
naslednje trditve:

a) A generira krepko zvezno polgrupo {T'(t)}i>0, ki zadoSca pogoju
() < Me.

b) A je zaprt, gosto definiran operator in za vsak X > w je A € p(A) ter za vsak
n € N velja

A = w) RO, A" < M.

c) A je zaprt, gosto definiran operator in za vsak A € C.Re A > w je XA € p(A) in za
vsak n € N velja:
M

[[R(A, A)"[] < Rer—w)

Dokaz. Da iz prve tocke sledi tretja, smo pokazali v posledici 6.4, implikacija iz tretje
v drugo tocko pa je ocitna, tako da je potrebno pokazati le Se, da iz druge tocke
sledi prva. Ideja je, da najdemo tako, prvotni normi na X ekvivalentno, normo, da
bo operator A v njej zadoscal pogojem iz izreka 7.2. Tako kot v dokazu izreka 6.3
smemo brez Skode za splosnost privzeti, da je w = 0, oziroma, da je za vsak A > 0
inn €N [|A"R(\ A)"|| < M.

Za vsak p > 0 definirajmo novo normo na X:

[[2ll,e = sup [|u" Rp, A)"z]l,

kjer je R(u, A)° identiteta. Preverimo najprej, da je to res norma. Ker je R(u, A)
injektivna in ker je kompozitum injektivnih preslikav spet injektivna preslikava, je
l|z||, = 0 natanko tedaj, ko je x = 0. Zaradi linearnosti resolvente je ||A\z||, =
IAl ||z, Trikotniska neenakost je o€itna zaradi linearnosti resolvente in zato ker
trikotniska neenakost velja za prvotno normo na X. Te norme imajo naslednje
lastnosti:

(1) ||z|| < |]x|lp < M ||z||, torej so ekvivalentne prvotni normi na X.
(2) |[nR(p, A)]|, < 1, kjer norma na levi pomeni operatorsko normo, ki jo do-
bimo iz || - ||, na X.

(3) |[AR(A, A)[|, <1 vedno, ko je 0 < X < p.
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(4) Za vsak 0 < A <y in za vsak n € N velja
[IA"R(A, A)" || < A" RA, A)* ] < |||,
(5) ||z|[x < ||z]|, za vsak 0 < X < p.
Prva tocka je oCitna zaradi predpostavke |[A\"R(\, A)"|| < M in
el = |16 R(p, A) ]| = ||z]].
Drugo tocko vidimo iz

R, A, = sup [l Rija, A"+ | = sup [l R, A)"al| < o,

Za dokaz tretje tocke najprej vidimo

R(u, A) = R(p, AY(A1d —A)R(), A) =
= R(pt, A)[(N — p) Id +(u1d —A)|R(\, A) =

= A =R, A)RA, A) + R(X, A)
Od tod sledi, da je za vsak x € X
RN, A)z = R(u, A)(z + (L — A R(\, A)x)
in zato
plIROA, Azl = [[uR(p, A) (@ + (n = AR, A)z)| |,
kar je po drugi toc¢ki manjse ali enako (tu upostevamo tudi A < p)
|2+ (= MR, Azl < [l + (= VIR, A)z].

Tako vidimo, da je [[AR(X, A)z||, < ||z||., kar Ze dokazuje tretjo tocko. Prva nee-
nakost v cetrti tocki sledi iz prve tocke, drugo pa dokazemo z uporabo tretje tocke:

IA"R(A, A)" ], < []A"R(A, A)" |

Od tod z indukcijo pridemo do druge neenakosti. Peta tocka sledi iz ¢etrte tocke in
iz definicije druzine norm {|| - ||,}>0-
Definirajmo Se eno normo:

][] = sup [|z[],
p>0

To je oc¢itno res norma. 7 upoStevanjem prve tocke zgoraj vidimo, da je ||z|| <
ll|z||| < M]||z|| in zato je ||| - ||| ekvivalentna prvotni normi na X.

Naj bo A > 0. Potem je zaradi pete in druge tocke zgoraj 1 > [[AR(\, A)|[x >
[|AR(A, A)||, za vse v € (0,\]. Z upoStevanjem tretje tocke je potem ocitno, da
je |[[AR(X, A)||] < 1. Torej operator A izpolnjuje pogoje prve tocke izreka 7.2 v
prostoru (X, |||-]||). Zato obstaja na tem prostoru krepko zvezna skréitvena polgrupa
{T'(t)}+>0. Zaradi ekvivalentnosti norm ||| - ||| in || - || je ta polgrupa krepko zvezna
tudi na (X, ||-]]) in za vsak t € Ry velja |[|T(t)|| < M, kar smo Zeleli pokazati. [
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