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Die Totalreflexion einer kugelfdrmigen Kompressionsfront
an der Trennungsebene zweler elastischer Medien"

Von K. HASSELMANN

Es werden simtliche bei der Totulreflexion auftretenden Stofifronten — einschlieflich der v. Schmnidt-
schen Kopfwellen — ermittelt. Durch Anderung der Bezeichnung erhilt man gleichzeiiig die Totalreflexion
ciner harmonischen Kugelwelle. Das Problem wird in der akustischen Niherung (kleine Siérfelder) behandelt.

All shock waves — including the v. Schmidt head waves — that occur in the total reflexion of @ spherical
shock wave are determined. By changing the notation the total reflexion of @ harmonic spherical wave is
obtained. The problem is treated in the ucoustic approximution (small perturbation fields).

Oupejedsaioress BCe yAapHble BOJIHBI, BCTPeYalOiHMecs 1IPH 1I0JHOM OTParKeHuu cfepu-
JecROIl yAapHoil BOAMBI, BRJIOYAA U I'OJOBHYIO BoJHY (oH HImmata. Ilpu miomoinm s3aMeHbl
o003HaYeHNl MOJIYYaeTcst OJHOBPEMEHNHO U HOJHOEe OTpaskeHHe rapMoHMYeckoil cdepuuecroit
BOJIIBL. 3ajlada pelnaeTcsi B aKyCTUYeCKOM NPUOAHKeHNH (T. €., paccMaTpUBaloTeA HedoJIhInue
110JI BO3MYyIllennii).

In der vorliegenden Arbeit werden die StoBfronten ermittelt, die beim Auftreffen ciner
kugelférmigen Kompressionsfront auf die Ubergangsebene von einem schalldichteren zu einem
schalldiinneren elastischen Medium entstehen. Vorausgesetzt werden schwache Fronten, auf die
die linearisierten Bewegungsgleichungen anwendbar sind. Auf Grund einfacher Strahlengang-
betrachtungen wird man zunéchst je zwei reflektierte und gebrochene Fronten erwarten. Daneben
treten jedoch noch drei bis fiinf weitere Fronten auf, die sich mit Hilfe der geometrischen Akustik
nicht mehr erklidren lassen. Sie sind von O.v. Soumipr [1] an Hand seiner bekannten Knall-
wellenaufnahmen als ,,Kopfwellen* gedeutet worden, die von den gebrochenen Fronten an
der Trennungsebene ausgestrahlt werden. Bisher ist es erst fiir den einfachsten Fall der Total-
reflexion einer harmonischen Kugelwelle an der Trennungsebene zweier Fliissigkeiten gelungen,
eine solche Kopfwelle zu berechnen (H. OTr [2])?). Sie ergab sich als Effekt zweiter Ordnung
aus der Integraldarstellung der reflektierten Storung, die mit funktionentheoretischen Mitteln
nidherungsweise ausgewertet wurde. Eine Anwendung dieses Verfahrens auf den wichtigeren Fall
der Totalreflexion in elastischen Medien erscheint jedoch aussichtslos, da die Reflexions- und
Brechungsfaktoren, welche dazu explizit vorliegen miissen, dullerst kompliziert werden.

Es wird hier nun eine einfache Methode zur Ermittlung sdmtlicher Fronten entwickelt,
die sich auf beliebige Mediumpaare anwenden ldBt. Ausgangspunkt der Methode ist die von
J. Nrrscre [9] auf Anregung von W. ToLLmMIEN behandelte normale Reflexion und Brechung
einer kugelformigen StoBfront an der Trennungsebene zweier Fliissigkeiten. In diesem Falle
treten keine Kopfwellen auf, da sich die gebrochene I'ront langsamer als die einfallende Front
ausbreitet. Im Falle der Totalreflexion wird nun zur Erfassung der Kopfwellen, welche einen
Effekt zweiter Ordnung darstellen, die Methode von N1TscHE um eine Ordnung erweitert. Ferner
werden die Ansitze in naheliegender Weise verallgemeinert, um die in elastischen Mcdien zuséitz-
lich auftretenden Scherungsfronten mitzuerfassen. Neben Stofifronten lassen sich mit der gleichen
Methode ebenfalls periodische Wellen behandeln, wobei die Ergebnisse des einen FFalls unmittelbar
auf den anderen iibertragbar sind.

I. Die Fortpflanzung von Unstetigkeiten in elastischen Medien

Die Bewegungsgleichungen fiir die (kleine) Verschiebung 8 in einem isotropen elastischen
Medium lauten:
0%3
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A und g sind die LamBschen Elastizititsmoduln, p ist die Dichte des Mediums).
1 4

1) Dissertationsauszug. Herrn Prof. Dr. W. ToLLM1EN bin ich fiir die Anregung zur vorliegenden Arbeit
sowie fiir die mir im Max-Planck-Institut fiir Stromungsforschung gewihrte Unterstiitzung zu aufrichtigem
Dank verpflichtet.

%) Siehe ferner [3], {4], [5], [6] und [7]. Bei dem etwas anderen Problem der Ausbreitung der Stoérung,
die durch einen SpammungsstoB langs einer Geraden auf der Oberfliche eines elastischen Halbraums erzeugt
wird, fand weiterhin F. SauTEr [8], daB eine Kopfwelle in Form einer singuldren Fliache auftritt.
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Sie lassen sich durch zwei Typen von Grundlosungen hefriedigen: Bei einem wirbelfreien
Verschiebungsfeld ist 8 durch ein skalares Potential ¢ darstellbar, welches der Wellengleichung

12
mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢* = (a‘u—j—l) geniigt:
e
1 2% ‘
(;0’—(6‘]“)5525:0.............\..(1.2).

Im I'alle eines quellenfreien Verschiebungsfeldes 148t sich 3 dagegen aus einem Vektorpotential
a ableiten, welches die Wellengleichung mit der kleineren Wellengeschwindigkeit ¢* = (ufo)'?
befriedigt:
1 2%
Aa— ez =0 (1.3)
Die bekanntesten Spezialfille der Grundlésungen von Typ (1.2) und (1.3) sind die longitudinalen
und transversalen ebenen Wellen.

Wir werden hier vorwiegend Losungen betrachten, die auf gewissen Unstetigkeitsflachen
Spriinge in den Spannungen und in der Teilchengeschwindigkeit b = %g{ (oder in deren Ablei-

tungen) aufweisen. Dabei werden als Kompressionsfronten Flichen bezeichnet, auf denen die
zweite Normalableitung 02p/on? des skalaren Potentials und folglich die Normalkomponenten
der Teilchengeschwindigkeit und der Spannung unstetig sind. Fldchen, auf denen die zweile
Normalableitung von a und damit die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit und der
Spannung unstetig sind, bezeichnen wir dann nach einem Vorschlag von W. ToLLMIEN, da hier
eine Unstetigkeit in dem Wirbelanteil der Verschiebung vorliegt, als Wirbelfronten.

Da sich bekanntlich Unstetigkeitsflichen von Losungen der Wellengleichung mit der
Wellengeschwindigkeit ausbreiten [10}, werden die Unstetigkeiten in den Normalableitungen mit
Unstetigkeiten in den zeitlichen Ableitungen gekoppelt sein. Als mafBigebende Sprunggrofien

2 2
fithren wir daher die Unstetigkeiten in den Ableitungen 82_5—2-<p(r, 7) und aiéa(r, 7) ein, wo
T
7(t, 1) = 0 die Gleichung der Unstetigkeitsfliche darstellt. Die Spriinge in den Komponenten
der Geschwindigkeit und der Spannung auf einer Kompressionsfront lassen sich dann mit Hilfe
von (1.2) und der Beziehung
os;  0sp 0s;
= Ul + 5= ; TR § 1K
0ij ﬂ(ax7+ axi)_}_lé” : a; (1.4)
. . 22
zwischen dem Spannungstensor o;; und den Verschiebungen s; folgendermaBen durch @, = [-a——?;]
ausdriicken: T

P =55 B, =0 ... (1)

onnd = 0(5) @ 010 lomal = o(52) (@F — 2 00 [omnl =0 . (1)

Die eckigen Klammern bezeichnen Unstetigkeiten. Als positive Richtung der Frontnormalen n
wihlen wir die Fortschreitungsrichtung. Das Vorzeichen der Tangentialrichtung m (in der rz-
Ebene) wird durch die Bedingung o(r, z)/0(m, n) = 1 festgelegt.

Auf einer Wirbelfront werden die Unstetigkeiten der Tangentialkomponenten der Spannung
und Geschwindigkeit im allgemeinen auf zwei unabhéingige Sprunggroflen, die den beiden unab-
hingigen Verschiebungskomponenten tangential zur Front entsprechen, zuriickzufiihren sein.
Wir werden uns jedoch im folgenden auf rotationssymmetrische Verschiebungsfelder mit ver-
schwindenden Azimutalkomponenten beschrinken. In diesem Fall reduziert sich das Vektor-
potential a auf die skalare Stromfunktion o mit (r, z Zylinderkoordinaten) A

__18w __l_aw

§p = —— = §y == — ——
r r oz 7 r or

. (1.7

Aus (1.3) ergibt sich fir frg die etwas modifizierte Wellengleichung:

A(Tw)—(—cfp—ﬁ-gf-z@)—%(%zo e .31. . (1.8).
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Die Spriinge in den Komponenten der Geschwindigkeiten und Spannungen auf einer Wirbelfront
sind nun auf die eine Sprunggrofle
0% /o
%= [sa(?)

ol =0, [vm]:f(%;><g—;>91 ),

zuriickfithrbar:

[onn] = [omm] = 0, [Unmlziﬁ)(%)z(cw)z(pl Ce e e (110).

Neben Flachen, auf denen die Spannungen und Geschwindigkeiten unstetig sind, werden wir
im folgenden auch sogenannte Fronten 2. Ordnung betrachten, auf denen erst die Normalablei-
tungen dieser Grolen Spriinge aufweisen. Bezeichnen wir die Unstetigkeiten zweiter Ordnung mit

0 fw
bzw. @, = {ﬁ(zﬁ)

%= o

so folgen fiir die Spriinge in den Normalableitungen der Geschwindigkeiten und Spannungen auf
einer Kompressionsfront 2. Ordnung:

0 ot /072 0

0 0

>

0

9 un = a—7:‘3(07‘)2(15 = Omm| = 0 a—T3((;"‘)2—2(0“’)2)(15 = Opm| =0  (1.12)
on " on 2 Apn " on 2 on""™ ’
und auf einer Wirbelfront 2. Ordnung: '
0 0 ot /oT\? .
[a*n”",:()’ E"’"}:mﬁ(ﬁﬁ Q 1),
0 0 . 0 1 0TV
[-a;a,,n]_ | =0, |- oun ﬁ»—g(éﬁ> @22 . .. ... (L14).

Die sich mit der Geschwindigkeit ¢f bzw. ¢* fortpflanzenden Unstetigkeitsflichen konnen
mittels einer Parameterdarstellung beschrieben werden, die im Falle der Rotationssymmetrie
die Form:

z2=12(9) +mcos?, r=ryd) +nsind, =mn/ct bzw. y/c” . . . . (1.1

annimmt, wobei die Funktionen zy(#) und ry(+#) der Bedingung cos & (dz,/d®) - sin 9 (dry/d¥) = 0
geniigen. Der Parameter # stellt den von der Front zuriickgelegten Weg dar, wahrend ¢ die
Richtung der Frontnormalen angibt. Neben der Parameterdarstellung werden wir ferner die
Frontgleichung in der Form

(@, 1) =1t — 7—7—(%221 =0

verwenden.

Bekanntlich pflanzen sich Unstetigkeiten von Losungen der Wellengleichung (1.2) — oder
(1.8) langs der Normalstrahlen der Fronten fort, wobei sie nach dem Intensitatsgesetz der
geometrischen Akustik abklingen [10] [11]:

P )| _ Pl )| 1/la - blyry .
oo m}—g,.(%,mW ~~~~~~~~ (=12 (0

a und b sjnd die beiden Hauptkriimmungsradien der Front an der betrachteten Unstetigkeits-
stetle®). #, bezeichnet einen Anfangspunkt auf dem durch ¢ festgelegten Strahl. Bei rotations-
symmetrischen Fronten liegt einer der Kriimmungsmittelpunkte auf der z-Achse, wihrend der
andere mit dem Kriimmungsmittelpunkt der Meridiankurve zusammenfillt. Man findet somit
aus der Parameterdarstellung (1.15):

dr, 1

1 ~
a_n+ro.§h_.5’, b:17+w C—Osfﬂ .. (11/)-

%) Es wird hier vorausgesetzt, daB sich die Vorzeichen von ¢ und b nicht &ndern. Fiir das Verhalten
von StoBfronten beim Durchgang durch Kriimmungsmittelpunkte siehe [10].
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I1. Die Analogie zwischen StoB8fronten und periodischen Wellen kleiner Wellenkiinge

Die Fortpflanzungsgesetze fiir Stolifronten stehen in enger Beziehung zu den Gesetzen der
geometrischen Akustik, welche die Ausbreitung periodischer Wellen kieiner Wellenldnge be-
schreiben. Diese ergeben sich bekanntlich aus der Wellengleichung (1.2) durch Einsetzen einer
Naherungslosung der Form

%moz&mom%%?&mm)...”......au

Die Anderungen der zunichst beliebigen Funktionen A,(r, {) und (, {) innerhalb einer Wellen-
linge A werden dabei als klein angenommen. Durch Vergleich der Glieder gleicher Grofienordnung
findet man, daB3 die Phasenflachen 7 = const sich mit der Wellengeschwind gkeit ¢* ausbreiten,
wihrend die Amplituden A, sich lings der Orthogonalstrahlen dieser Flichen nach dem
Gesetz (1.16) fortpflanzen. Dasselbe gilt fiir die Ndherungslosung

w

2ri '
@l—Bﬂw(ﬂ cﬂ 22
der modifizierten Wellengleichung (1.8). In den Fortpflanzungsgesetzen besteht somit eine Aqui-
valenz zwischen den Amplituden A; bzw. B; einer Welle mit den Phasenflichen v = const und
den Unstetigkeiten @, bzw. 2, auf einer Stofifront T = 0. Es 148t sich unschwer zeigen, daf} diese
Aquivalenz bei Reflexions- und Brechungsproblemen auch in den Grenzbedingungen besteht.
Das Analagon zu den Unstetigkeiten 2. Ordnung sind dabei die Amplituden A4, bzw. B, der ent-
sprechenden Wellen 2. Ordnung

A 27 '
%zA@;fmmkrwﬁ)............@&

@ A 2ni
(7)2_Bz2nicwtxp( 7 c r) e e e e (29,

Um von dem im folgenden betrachteten Fall der Totalreflexion einer einfallenden kugel-
formigen Kompressionsfront zum Fall einer einfallenden Kugelwelle {iberzugehen, hat man somit
lediglich die Stolfronten v = 0 durch die Phasenfldchen v = const und die Unstetigkeiten durch
die Amplituden entsprechender Ordnung zu ersetzen.

I11. Die Totalreflexion einer kugelférmigen Kompressionsfront an der Trennungsebene
zweier elastischer Medien. Fronten 1. Ordnung

Wir betrachten nunmehr eine kugelférmige Kompressionsfront 1. Ordnung, die sich von
dem Punkt r = 0, z = — h innerhalb eines elastischen Mediums I im Halbraum z << 0 ausbreitet
und an einem elastischen Medium II, das den iibrigen Halbraum z > 0 erfiillt, reflektiert und
gebrochen wird. Es sei ¢f <7 ¢f;. Beim Auftreffen der einfallenden Front auf die Trennungs-
ebene z = 0 entstehen zunichst in beiden Medien je eine Kompressions- und eine Wirbelfront.
Im folgenden werden einfallende, reflektierte und gebrochene Fronten durch einen ersten oberen
Index e, r oder g und die Art der Front durch einen zweiten oberen Index k oder w unterschieden.

Die Parameterdarstellung der einfallenden Front lautet:
z=—h+yhcosd*, r=yksingF, t=qFg . ... .. @B

Die Parameterdarstellungen der reflektierten und gebrochenen Fronten ergeben sich aus der
Bedingung, da3 simtliche Fronten an der Trennungsebene z = 0 zusammentreffen. Wird mit
dem Index i allgemein ein beliebiges Indexpaar bezeichnet, so erhdlt man:

reflektierte Fronten: —z| _ ‘“.h cos §’ + 1 cos 1,
gebrochene Fronten: - z nt cos ¥°
hsin 9 o e (32,
— — ] v .
rﬁnfcosﬁe(n 1) 4+ #¢sin 9¢,
t = ni/c

wobei n* = c¥/ct und nisin ¢ = sin J¢F.

Bei festgehaltenem ¢ beschreiben die Parameterdarstellungen (3.1) und (3.2) den Weg
einer Unstetigkeitsstelle, die zundchst mit der Geschwindigkeit cf lings des Strahls mit dem
Einfallswinkel §¢* bis zur Trennungsebene 14duft und sich dann mit den Geschwindigkeiten ¢* ldngs
der entsprechenden reflektierten und gebrochenen Strahlen fortpflanzt.

31%*
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Die vorgegebene Unstetigkeit auf der einfallenden Front, die nach (1.16) wie 1/R abklingt, sei

O = sk (Dif = Di¥ (R = h), R = Radius der cinfallenden Front) . . (3.3).

kR
R
Zur Bestimmung der Unstetigkeiten auf den reflektierten und gebrochenen Fronten werden nun
die Grenzbedingungen angewandt. Fiir zwei an der Trennungsebene haftende Medien lauten diese:
L=0l, vI=0T, o, =06, ol,=0¢l firz=0 ... ... (34).
Da die Beziehungen (3.4) sowohl eben vor als auch eben nach dem Eintreffen der Fronten an
einem Punkt der Trennungsebene gelten, mull die Summe der Spriinge in v,, v,, 0, und o, bei
z = 0 in beiden Medien gleich sein. Fithrt man die Spriinge in den Spannungen und Geschwin-
digkeiten auf die SprunggroBen @! und 2! zuriick, so erhdlt man das von der Reflexion und
Brechung ebener Wellen bekannte Gleichungssystem:

@ ¥ cos 97F — O sin 9°F + B nf" cos 9°F 4 D7sin 9°F = @Fcos 9°F . . . . (3.5),
@Fsin 9" + D7 n" cos 9" — BIFsin 9°F + D4 n" cos 9 = — BFsin 9°F . . . (3.6),
@F (™ — 25sin2 9°) — D7¥ 210" cos 9™ sin 9

aﬂk rw? n'e ? s o ek ~gw rw? qw . gw _ Fek <o qek rud
— @1y ln —2ngw sin? 9°F ) — 0{" 2y n"" cos 9" sin ¢* = B* (2 sin? 9°* — n™") (3.7),

B2 cos 9% sin 9°F + D1 ™™ (cos? 9" — sin? 9"*)
rw pyk ~ 3 . F :
+ @fF2 (f‘ ,ﬁyf;“> cos 97¥ sin 97F — Q7”5 n" (cos? 9* — sin? 9°*) = D" 2 cos 9 sin #°* (3.8).
(r = euler) -
Durch die Tilde sind Werte an der Trennungsebene gekennzeichnet. Zur Abkiirzung schreiben

wir das System im folgenden in der Matrixform M g, = 5‘{" B, wo M die Koeffizientenmatrix
und r;, B die Vektoren

@t cos Pek
_ ﬁ{w Sb\ . — sin Yk
B " | 2 sin? get — pre’
o7 2 cos 9¢F sin Jek
darstellen. Die Losung des Gleichungssystems sei:
@ bzw. Di=F@H®* . ... ... (39

Die Unstetigkeiten auf den Fronten im Innern der Medien bekommt man nun, indem man die
Werte der Unstetigkeiten an der Trennungsebene als Anfangswerte in die Fortpflanzungsformel
(1.16) einsetzt:
ik h Ft (9%) n¥ cos O
h o — B 1y 12
cos 19"“{<R + (n D) (R + hn® — 1))}

cos PJek cosd Jek

Neben dem Parameter 9°% ist zur Festlegung der Unstetigkeitsstelle der Radius R (= #* n%) der
einfallenden Front gewdhlt worden. Fir die kugelférmige reflektierte Kompressionsfront ver-
einfacht sich (3.10) zu

@i bzw. Qf = . (3.10).

BiF — Fré (9ek) ik 1%‘

Die Formel (3.10) gilt nur fir 9% < 9¢5,, mit sin 94, = n9* = c&/ck; . Fir 9% > 9%,
werden die von cos #7% abhidngigen Terme der Koeffizientenmatrix M und somit sémtliche Re-
flexions- und Brechungsfaktoren F(9°¥) komplex. Von den Parameterdarstellungen der Fronten
wird ferner die der gebrochenen Kompressionsfront komplex. Das Auftreten komplexer Sprung-
groBen bedeutet offensichtlich ein Versagen unserer Methode im Bereich der Totalreflexion
9% > 9¢k,. Im Falle einer einfallenden harmonischen Kugelwelle tritt diese Schwicrigkeit
dagegen nicht auf, da komplexe Amplituden lediglich eine Phasenverschiebung gegeniiber der
einfallenden Welle darstellen. Man kann diesen Vorteil fiir Sinuswellen auch fiir StoBSfronten
ausniitzen, indem man die einfallende Kompressionsfront durch ein FOURIERmtegral iber Kugel-
wellen verschiedener Wellenlidnge darstellt. Auf diese Weise 1dBt sich zeigen, daB komplexe
Sprunggroflen auf einer reellen StoBfront logarithmische Singularitidten zur Folge haben.
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Ist dagegen auch die Frontgleichung komplex, so tritt eine Singularitdt nur an der Trennungs-
ebene auf. Dies wird durch die Aufnahmen von O.v. ScemipT bestitigl: die totalreflek-
tierten Bereiche der Fronten erscheinen darin stets wesentlich stdrker als die normal reflektierten
und gebrochenen Bereiche, wihrend die komplexen gebrochenen Fronten keine sichtbaren Sto-
rungen hervorrufen.

1V. Fronten 2. Ordnung (v. Sehmidtsche Kopfwellen)

Nachdem die iiberkritischen Bereiche der einfallenden Front (9¢% > 9¢,) die Trennungs-
ebene erreicht haben, beginnt die gebrochene Kompressionsfront den anderen Fronten an der
Trennungsebene vorauszulaufen. Sie erzeugt dadurch dhnlich wie ein Uberschallgeschofl ,Kopf-
wellen¢, die sich von der Trennungsebene

aus in beide Medien hinein ausbreiten. In MedivmT X Mediumil
Bild 1 sind die Fronten zu einem ent- { Deckgebirge), (Granit)
sprechenden Zeitpunkt nach Eintreten der M
Totalreflexion wiedergegeben. Die durch /

die kritischen Strahlen OJB und OJH be-

grenzten Bereiche BAB und HKH der re-

flektierten Kompressions- und Wirbelfronten

sowie die durch die kritischen Strahlen

OJM und OJF begrenzten Bereiche MLM

und FEF der gebrochenen Kompressions- B

und Wirbelfronten sind noch durch normale

Reflexion und Brechung entstanden. Fiir 4

die Unstetigkeiten auf diesen Bereichen gilt A K )
m
n

die Formel (3.10). Auf den durch Total-

reflexion entstandenen Bereichen CB, CH “H

der reflektierten Fronten und FC der ge-

brochenen Wirbelfront sind die Spannungen 8

und Geschwindigkeiten logarithmisch singu-

lar, wahrend die gebrochene Kompressions-

front bei C komplex ist. Die frither ent-

standene reelle gebrochene Kompressions-

front MLM ist dem Punkt C an der

Trennungsebene vorausgelaufen und strahlt

drei Kopfwellen MB, MH und MF aus, M
welche an den Punkten B, H und F in die

reflektierten und gebrochenen Fronten "

1. Ordnung tangential einmiinden. Bild 1. Die Reflexion und Brechung einer XKompressionsfront an der
Trennungsebene zweier elastischer Medien

Zur Ermittlung der Unstetigkeiten auf Rjh =10

den Kopfwellen wenden wir die Grenz-

bedingungen an der Stelle M an. Eine Schwierigkeit scheint zunéchst darin zu bestehen, daB
mit den drei Kopfwellen vier Grenzbedingungen zu erfiillen sind. Nach (3.10) verschwindet
jedoch die Unstetigkeit 1. Ordnung auf der gebrochenen Kompressionsfront bei M, so dafl sich
die Grenzbedingungen durch die triviale Losung verschwindender Unstetigkeiten 1. Ordnung
auf allen Kopfwellen erfiillen lassen. Fir die Unstetigkeiten 2. Ordnung lassen sich nun aus
den Grenzbedingungen wieder dhnliche Beziehungen ableiten wie fiir die Unstetigkeiten 1. Ord-
nung. Mit den Spannungen und Geschwindigkeiten sind auch die zeitlichen Ableitungen dieser
GroBen auf beiden Seiten der Trennungsebene gleich. Folglich werden auch die Spriinge der
Ableitungen bei M in beiden Medien iibereinstimmen:

-l [5-[5
ot | ot |,y ot lot|y
Die Unstetigkeiten der zeitlichen Ableitungen lassen sich bei den Kopfwellen durch die Sprung-

griflen @, bzw. £, ausdriicken. Bei der gebrochenen Kompressionsfront hdngen sie zusitzlich
noch von der tangentialen Ableitung der Unstetigkeiten 1. Ordnung ab. So ist z. B.

o)k L 0T 0T D L (0T\2
W} = az(5?>+a—z¢1'<at)'

00,
ot

00,
ot

002
ot

00,
= [

1 Lat

s

8}

II

/

Man erhalt somit aus den Grenzbedingungen das Gleichungssystem:

Miita=26 .« @Y,
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wobei My, = M(JE),

(qjy rk \ 1

_Q; i 0

L= &g | €= 0
- % nrw
pom \*7 (m“w)

und
Dk h FIE(9¢k,) no®
L= 3 12
nik h /
57
[(1 — ngt¥) r(\r 1 nflk’>

 ist der Abstand des Punktes M vom Ursprung. Der Index » bezieht sich auf eine Kopfwelle,
das folgende Indexpaar auf die zugehorige Front 1. Ordnung.

Durch (4.1) sind die Unstetigkeiten 2. Ordnung auf den Kopfwellen und auf der gebrochenen
Kompressionsfront an der Trennungsebene bestimmt. Im Innern der Medien ergeben sie sich
dann wieder aus dem Fortpflanzungsgesetz (1.16), welches sich in diesem Fall vereinfacht, da der
Kriimmungsradius & der Meridiankurve unendlich wird. Man erhalt somit schlieilich fiir die
Unstetigkeit zweiter Ordnung auf einer der Kopfwellen:
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der Radius UM der Kopfwelle an der Trennungsebene ist. F ist

Oyt bzw., Qpt =
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wobel d =

der Radius UQ zu dem fritheren Zeitpunkt, als sich die Unstetigkeitsstelle P an der Trennungs-
ebene befand (siehe Bild 2). D=»? ist eine Komponente des durch das Gleichungssystem
My - D = € bestimmten Vektors
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Die Parameterdarstellungen der Kopfwellen in Abhdngigkeit von %% und #*? lauten:
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Falls neben ns* auBerdem der Brechungsindex n/* = cf/c% kleiner als Eins ist, so wird die
gebrochene Wirbelfront ebenfalls der einfallenden Front an der Trennungsebene vorauslaufen
und Kopfwellen ausstrahlen. Von diesen sind jedoch nur die beiden Kopfwellen im 1. Medium
reell, wihrend die Kompressionskopfwelle im 2. Medium wegen <f; > ¢} komplex wird. Dies hat
ebenso wie bei den totalreflektierten Frontbereichen 1. Ordnung zur Folge, daf die Normal-
ableitungen der Spannungen und Geschwindigkeiten auf den beiden Kopfwellen im 1. Medium
logarithmisch singuldr werden. Als Bestédtigung hierfiir findet man in den Knallwellenaufnahmen
von O. v, Scamipt, dall die Kopfwellen der gebrochenen Wirbelfronten stets wesentlich stirker
als die der gebrochenen Kompressionsfronten erscheinen. Auf die Berechnung der Kopfwellen,

die sich nicht wesentlich von der Berechnung der Kopfwellen der gebrochenen Kompressionsfront
unterscheidet, wird hier verzichtet.

Zur Eindeutigkeit der ermittelten Unstetigkeitsflachen sei abschlieBend bemerkt, daB sich
diese unschwer aus der Eindeutigkeit der gesamten reflektierten und gebrochenen Stérungsfelder
bei einem im ganzen Medium I vorgegebenen einfallenden Stérungsfeld folgern 14ft.
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Als Zahlenbeispiel sind die drei Kopfwellen berechnet worden, die bei der Totalreflexion
einer kugelformigen Kompressionsfront an der Trennungscbhene zwischen Deckgebirge (Medium I)
und Granit (Medium II) entstehen. Nach den Angaben von H. Brur [12] gelten fir die Schall-
geschwindigkeiten und Dichten dieser Medien:

Deckgebirge: ¢ = 3,5 km/sec, ¢f = 2,0 km/sec, p; = 2,45 grm/ecm?,
Granit: ¢k = 5,9 km/sec, cfj= 3,4 km/fsec, gy = 2,70 grm/ecm?,
so daf n* = 1,75, n?* = 0,593, n* = 1,03 und y = 1,10.

In Bild 1 sind die Fronten bei einem Radius R = 10 h der einfallenden Front aufgezeichnet.
Die Unstetigkeiten der Normalableitungen der Spannungen auf den Kopfwellen sind in den Bil-
dern 3, 4 und 5 iiber dem Parameter T aufgetragen. Die Grofien sind durch h und den Spannungs-
sprung [0%%], der einfallenden Front bei R = h dimensionslos gemacht.
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Bild 2. Die Kopfwelle BM an der reflektierten Xompressions- Bild 3. Die Unstetigkeit zweiter Ordnung auf der Kom-
front 4 BC pressionskopfwelle M B im Medium 1 (Deckgebirge)
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Bild 4. Die Unstetigkeit zweiter Ordnung auf der Bild 5. Die Unstetigkeit zweiter Ordnung auf der
Wirbelkopfwelle MH im Medium I (Deckgebirge) Wirbelkopfwelle MF im Medium II (Granit)

V. Zusammentassung der Ergebnisse

Bei der Totalreflexion kugelformiger StoBfronten lassen sich einige allgemeine, durch die
Formen der Stoffronten bedingte GesetzméBigkeiten feststellen: Auf den ndherungsweise kugel-
formigen Fronten 1. Ordnung klingen die Unstetigkeiten etwa umgekehrt proportional dem Front-
radius ab. Auf den kegelférmigen Kopfwellen hingegen klingen die Unstetigkeiten 2. Ordnung
nur wie a—4% ab, wo a der von der z-Achse lings eines Strahls zuriickgelegte Weg ist. In tangen-
tialer Richtung andern sich die Unstetigkeiten auf den Kopfwellen wie ¢~ fiir kleine und wie ¢—3/2
fiir grofle Macusche Winkel ¢#%¢ zwischen Kopfwelle und Trennungsebene, wo ¢ der Abstand
vom Kkritischen Strahl ist (siehe Bild 2).

Mit geringen Anderungen lassen sich die Ergebnisse fiir den Fall einer einfallenden kugel-
formigen Kompressionsfront auch auf den Fall einer einfallenden Zylinderfront iibertragen. Die
Unstetigkeiten auf den Fronten 1. Ordnung klingen in diesem Fall nur noch umgekehrt propor-
tional der Wurzel der Radien ab, wihrend die Unstetigkeiten auf den ebenen Kopfwellen in Fort-
schreitungsrichtung konstant bleiben. Tangential zur Kopfwelle dndern sich die Unstetigkeiten
unabhingig vom MacHschen Winkel niherungsweise wie g—3/2.
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Einige gemischte Randbedingungen anisotroper Platten
Von Jozer BRILLA

Es wird eine unendliche elastische anisotrope Halbplatte y > 0 mit gemischten Randbedingungen
untersuchf. Die Halbplatie ist am Rande abwechselnd eingespannt und frei drehbar gelagert. Mit Hilfe
der allgemeinen Liosung einer unendlichen anisotropen Halbplatte mit am Rande gegebenen erstem Ab-
leitungen der Durchbiegung, die mittels des Verfahrens der Fourierintegrale gegeben ist, wird eine singulire
Integralgleichung fiir diese Randbedingungen abgeleitet. Nach der Zuriickfihrung des Problems auf die
Hilbert- Riemannsche Aufgabe werden die allgemeine Losung fiir n Abschnitte des frei drehbar gelagerten
Randes und die Lisungen fiir verschiedene Belastungsfille der Halbplatte mit einem frei drehbar gelagerten
Abschnitt des Randes untersucht.

Some mixed boundary value problems of a semi-infinite elastic anisotropic plate y > O are analysed.
The plate is simply supported along a part of its boundary and clamped along the remainder. From a general
solution of a semi-infinite anisotropic plate obtained by the method of Fourier integrals, where the first deriva-
tives of the transverse displacement are given along the edge, a singular integral equation s derwed for that
boundary value problem. After reduction of the singular integral equation to the Hilbert- Riemann problem
the general solution for n sections of the simply supported edge and solutions of various cases of loading
of a semi-infinite plate with one simply supported edge are given.

Wecaegyercsa cuelranuas 3ajgada uaruéa moay0ecKOHEUHO YOPYroil aHM30TPONHOI IJja-
CTHHKH y > 0, Korj[ja 9acTh Kpas NJIaCTHHKU 3afiellaHa, a 0CTaJibHasd 4acTh omepra. Ilpu mo-
MOIIH pelleHdA u3ruda MOJYNIacTHHKY P 3aJaHHBIX HA KPal NePBHIX IPOU3BOULIX U3ruba
oIIpefieJIeHHOTr0 MHTerpasiaMu @ypbe, CTPOUTCH CHHIYJAPHOE WHTerPaibHOe ypaBHeHHe HJiA
HTOH cMemannoit 3agaun. ITocJle MepeBoya HHTErPAJIBHOIO YpaBHeHHUA K 3amavdu ['uasbepra —
Pnmana gaetes o0ilee pelleHde N8 MIACTHHKA ¢ 7 YYACTKAMM ONEPTOTO KPAs U pelieHHs
PA3MYHBEIX ¢JOy4YaeB HAMPY3KH IJIACTHHKN € OTHBIM ONEPTHIM YYACTKOM.

1. Einleitung

In der letzten Zeit wird der Losung diinner isotroper Platten mit gemischten Randbedin-
gungen verhiltnisméflig groBe Aufmerksamkeit gewidmet. Bei der Losung kann man verschiedene
Verfahren verfolgen. Die Aufgabe kann auf die Losung der FREDHOLMschen Integralgleichung
{61, 8], [12], [13] oder auf die Lésung von singuldren Integralgleichungen [7], [10], [14] zuriick-
gefiihrt werden. Die Methode der komplexen Verdnderlichen unter direkter Zuriickfiihrung
auf die HiLBeERT-RiEMANNsche Aufgabe wurde in den Arbeiten [3], [4] angewandt.

Mit gemischten Randbedingungen fiir anisotrope Platten befaBten sich G. M. I.. GLADWELL
[5] und H. Zorski [15]. Letztgenannter beschréinkt seine Untersuchungen auf orthotrope Platten.





