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Die Totalreflexion einer kugelformigen Kompressionsfront 
an der Trennungsebene zweier elastischer Medien '1 

E's werden santtliche bei der T'otulreJerion uuffretende7t Stofjfronten - einschliePlich der u S.ch 1tt i d t  - 
schen Kopfwellen - ermittelt. I h r c h  Anderuny der Bezeichnung erhalt man gleichzeitig die Totalveflexio~~ 
ciner hamzonischen Kugelwelle. Das Problem wird in der akustischen A'ahernng (kleine Storfelder) behandelt. 

All shotlc tuuves - iiicluditzy the v. S'chi i i idt  herd waves - that occur iti the total reflexion of a spherical 
shock w u v ~  ccrc drteri i t ined. B?J chattying the iiotution the totql refkxioit  of u hurnioiiic spherical wccue i s  
obtuiiied. The probletta i s  treated in the cicozcstic approxiiiiictiota (snzull yerturbutiotL f i e lds ) .  

Oiipr,reJIcIionx BCC y,(apIibie BOJIHhI, ~c~pe . ra~o~zmecn I I ~ I ~  IIOJIHOM OTpaiIicllPIll C # C ~ M -  
qecrioii yap13oii BomIhI ,  mimo.racI ti I ' O J I O B I I ~  n o m y  @OH LlTniH;[T a. 1 I p ~  I I O M O I ~ I I  3aveHbI 
ot503~1aue1111fi noJIyuaeTccI o:[mBpexeIII%o H I I O J I H O ~  orpaweme rapMorImcrecitoii cQepwrecIioii 
B O ~ I I I E J .  3a,IaKia peinaeTcn u aIiyCTIVreCI<OM npMF.nn;iwim (T. c., paccMaTpIIi~aroTcrif rIeSo,rimne 
IIOJIR uo3xyn(ei1nii). 

In dcr vorlic.gcndcn Arbeit werdcn die StoBfrontcn ermittclt, die beini Auftrefftn ciner 
kugelforiiiigen 1~oiii~'ressionsfront auf die Ubergangscbene von einem schalldicliteren zu einein 
sclialldu~increri elastischcn ?tlediuni enlstclicn. Vorausgesc tzt werden schwache Fronten, aui' die 
die linearisierten Be-\l.egungsgleicliungen anwendbar sind. Auf Grund einfacher Strahlengang- 
betrachtungen wird man zunachst je zwei rcflektierte und gebrochene Fronten erwarten. Daneben 
treten jedoch noch drei bis funf weitere Fronten auf, die sich mit Hilfe der geoiiietrischen Akiistik 
niclit melir erklaren lassen. Sie sind von O . V .  SCHMIDT 111 an Hand seiner bekannlen Knall- 
wellenaufnahmen als ,,Kopfwellen" gctleutet worden, die von den gebrochenen Fronten an 
der Trennungsebene ausgestrahlt werden. Bislier ist es erst fur den einfachsten Fall der Total- 
reflexion einer harnionischen Kugelwelle an der Trennungsebene zweier Flussigkeiten gelungen, 
eine solche Kopfwelle zu berechnen (H. OTT [2])2). Sie ergab sich als Effekt zweiter Ordnung 
aus der Integraldarstellung der reflektierten Storung, die rnit funktiorientheorrtischen Mitteln 
nalierungsweise ausgewertet wurdc. Eine Anwendung dieses Verfahrens auf den wiclitigercn Fall 
der Totalreflexion in clastischen illedien erscheint jedoch aussichtslos, da die Reflexions- und 
Brechungsfaktoren, welche dazu cxplizit vorliegcn niussen, auBerst koinplizier t werden. 

Es wird hier nun cine einfache 3Ietliode zur Ermittlung samtlicher Fronten entwickelt, 
die sicli auf beliebige hlediurnpaare anwenden laBt. Ausgangspunkt der hlethodc ist die von 
J. NITSCHE [91 auf Anregung von W. TOLLMIE& behandelte normale Reflexion und Brechung 
einer kugclformigen StoBfront an der Trennungsebene zweier Flussigkeiten. In dieserii Falle 
tretrn keirie Kopfwellen auf, da sich die gtbrocliene l'ronl langsanier a15 die einfallendr Front  
ausbreitel. 1111 Fallc der Totalreflexion wird nun zur Erfassung dcr Kopfwcllcn, welclie einen 
Effckl zweiter Ordnung darstellen, die Methode von NITSCHE urn eine Ordnung erweitert. Ferner 
werdcn die Ansatze in riaheliegender Weise verallgemeinert, uin die in elastisclicn Mcdicn zusatz- 
lich auf trrlenden Schcrungsfronten mitzuerfassew. Neben StoBfronten lasscn sich mit dcr gleichcn 
Methode cbcnfalls periodische Wcllen beliandcln, wobei die Ergebnisse des einen lialls unniittt,lbar 
auf den anderen uberlragbar sind. 

I. Die Fortpflanzung vori Unstetigkeiteri in elastischeri Mcdien 
Die Bewegungsgleichungen fur  die (kleine) Verschiebung 5 in einem isotropen clastischen 

Medium lauten : 
a2g u - = (2 p + A) grad div 5 p rot rot  5 . . . . . . . . . 
at2 

(1, und p sind die LaiviPsclicn Elastizitatsiiioduln, Q is1 die Dichte des hkdiums). 
. .- . - - - . - 

I )  Dissertationsauszug. Herrn Prof. Dr. W. TOLLMIEN bin ich fur die Anregung zur vorliegentlen Arbeit 
sowie fur die mir im Max-Planck-Institut fur Striiniungsforschung gewiihrte Unterstutzung zu aufrichtigern 
Dank verpflichtet. 

*) Siehe fcrner [3], [4], [5 ] ,  [6] und [7]. Bei dem etwos anderen Problem der Ausbreitung der Storung, 
die durch einen SpannungsstoB langs einer Geraden auf der Oberflache eines elastischen Halbraums erzeugt 
wird, fand weiterhin F. SAUTER [S], daB eine Kopfwelle i n  Form einer singularen Flache auftritt. 
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Sie lassen sicli durch zwei Typen von Grundlosungen befriedigen : Bei eiiieiii wirhc Ifreicn 
Vcrschiebungsfeld ist B durch ein skalares Potential y darstellbar, welches der Wellenglricliung 

iiiit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c geniigt : 

. . . . . .  (1.2). 

Im Falle eines quellenfreien Verschiebungsfeldes 1aBt sich 5 dagegen aus einerii Vektorpotential 
a ableiten, welches die Wellengleichung mit der kleineren Wellengeschwindigkeit cw = (p/e)llz 
befriedigt : - 

1 a 2 a  

(cwy a t 2  
A a -  __ - = 0 . . . . . . . . . . . . . . .  (1.3). 

Die bekanntesten Spezialfalle der Grundlosungen von Typ (1.2) und (1.3) sind die longitudinalen 
urid transversalen ebenen Wellen. 

Wir werden hier vorwiegend Liisungeii betrachten, die auf ge\\issen UnstetigkeitsflBclifn 

Sprunge in den Spannungen und in der Teilchengeschwindigkeit b = - (oder in deren Ablei- 

tungen) aufweisen. Dabei werden als Kompressionsfronten Flachen bezeichnet, auf denen die 
zweitc Xormalableitung a2p/an2 des skalareri Potentials und folglicli die Nor nialkoiiiporien I t  n 
der l‘eilchrngrscli~~i~idigkeit und der Spannung unstetig sind. Flachen, auf dencri die zweite 
Noriiialableituiig von a und damit die Tangentialkoniponenten der Geschwindigkeit und der 
Spannung unstetig sind, bezeichnen wir dann nach eineni Vorschlag von IV. TOLLMIXK, da  hier 
fine Unsteligkeit in dein Wirbelanteil der Verscliiebung vorliegt, als IVirbelfi ontcn. 

l)a sich bekanntlich Unstetigkeitsflachen von Losungen der Wellengleichung mit dcr 
Wellengeschwindigkeit ausbreiten [ 101, werden die Unstetigkeiten in den Normalableitungen mit 
Unstetigkeiten in den zeitlichen Ableitungen gekoppelt sein. Als inaogebende Sprunggrohn 

fuhren wir daher die Unstetigkeiten in den Ableitungen - (r, z) und - a(r, z) ein, wo 

Z(T, t )  = 0 die Gleichung der Unstetigkeitsflaclie tlarstellt. Die Sprunge in den Komponenten 
der Geschwindigkeit und der Spannung auf einer Kompressionsfront lassen sich dann rnit Hilfe 
von (1.2) und der Beziehung 

a3 
at 

a 2  a 2  

a22 a 2 2  

zwisclien dern Spannungstensor oi und den Verschiebungen si folgenderrnaflen durch Q1 = [ a2p s] 
ausdrucken: 

at a2 . . . . . . . . . . . .  [u,] = 1;- - [u,] = 0 (1.5), 
of an 

IXe eckigen Klammern bezeichnen Unstetigkeiten. Als positive Richtung der Frontnormalen n 
wahlen wir die Fortschreitungsrichtung. Das Vorzeiclien der Tangentialrichtung in (in der rz- 
Ebene) wird durch die Bedingung a(r, z)/a(rn, n) = 1 festgelegt. 

Auf einer hyirbelfront werden die Unstetigkeiten der Tangentialkoniporienteii der Spannung 
und Geschwindigkeit im allgemeinen auf zwei unabhangige Sprunggrooen, die den beiden unab- 
liangigen Verschiebungskomponenten tangential zur Front entsprechen, zuriickzufiihren sein. 
Wir werden uns jedoch im folgenden auf rotationssymnietrische Verschiebungsfelder mit ver- 
schwindenden Azimutalkomponenten beschranken. In diesem Fall reduziert sich das Vektor- 
potential a auf die skalare Stronifunktion w mit (r, z Zylinderkoordinaten) 

1 auJ 1 aw 
r az r ar 

sg=-- (1.7). s, == -- - . . . . . . . . . . . .  

Aus (1.3) ergibt sich fur 2 die etwas rnodifizierte Wellengleichung : 
r 
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Die Sprunge in den Komponenten der Geschwindigkeiten und Spannungen auf einer Wirbelfront 
sind nun auf die eine SprunggroBe 

zuruckfuhrbar : 

[u,l 0 ,  [u,] = -(&I ("1 s, . . . . . . . . .  
at an 

[ u n n ]  = [Om,] = 0 ,  [unpn] = ~ - (c")Z . . . . . . . .  (1.10). [:iy 
Ncben Fiachen, auf denen die Spannungen und Geschwindigkeiten unstelig sind, werden wir 

ini folgenden auch sogenannte Fronten 2. Ordnung betrachten, auf denen erst die Normalablei- 
tungen dieser Gro1Jen Sprunge aufweisen. Bezeiclincn wir die Uristetigkeiten zweiter Ordnung mit 

so folgen fur die Sprunge in den Normalableitungcn der Geschwindigkeiten und Sparinungen auf 
einer Kornpressionsfront 2. Ordnung : 

und auf einer Wirbelfront 2. Ordnung: 

LXe sich mit der Gescliwindigkeit ck bzw. cw fortpflanzenden Unstetigkeitsflachen konneii 
mittels einer Paranieterdarstellung bescliriebcn wcrden, die in1 Falle der Rotationssymmetrie 
die Form: 

z = zo(@) + 7 cos 6 ,  r = r,(B) + 7 sin 6 . t = 71/ck bzw. q/cw . . . .  (1.13) 

aiiniinmt, wobei die Funktionen z,,(6) urid r,,(@) der Bcdingung cos 6 (dz,/d6) + sin 0 (dr,/d.9) = 0 
genugen. Der Parameter 7 stellt den von der Front zuruckgelegten Weg dar, wahrend 6 die 
Richtung der Frontnormalen angibt. Neben der Paranieterdarstellung werden wir ferner die 
Frontgleichung in der Form 

7(r ,  z> t ( r ,  I )  EE t -- = 0 
C 

verwenden. 
Bekanntiich pflanzen sic11 Unstetigkeiten von Losungen der Wcllrngleichung (1.2) -- oder 

(1.8) - langs der Normalstralilen der Fronten fort, wobei sie nach den1 Intensitatsgesetz der 
geometrischen Akustik abklingen [lo] [ l l ]  : 

a und b sjnd die beiden Hauptkruiiiiriungsradien der Front an der betrachteten Unstetigkeits- 
stelle3). 7, bezeichnet einen Anfangspunkt auf dem durch 8 festgelegten Strahl. Bei rotations- 
synimetrisclien Fronten liegt eincr der Krummungsmittelpunkte auf der z-Achse, walirend der 
andere mit dem Krummungsmittelpunkt der Meridiankurve zusammenfallt. Man findet somit 
aus der Paraineterdarstellung (1.15) : 

dr, 1 b = 17 + - * ~ 

1 
-- 
sin B ' dB c o s 8  ' 

a = 7 + ro . . . . . .  (1.17). 

3, Es wird hier vorausgesetzt, daB sich die Vorzeicheri von a und 6 nicht andern. Fur das Verhalten 
von StoRfronten beim Durchgang durch Kriimmungsmittelpunkte siehe [lo]. 
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11. Die Analogie zwischen Stofifroriten und periodischen Wellen kleiner Wellenlange 
Die Fortpflanzungsgesetze fur StoI3fronten stehen in enger Beziehung zu den Gesetzen der 

geometrischen Akustik, welche die Ausbreitung periodischer Wellcn kleiner Wellenlange be- 
schreiben. Diese ergeben sicli bekanntlich aus der Wellengleichung (1.2) durch Einsetzen einer 
Naherungslosung der Form 

y,(r, t )  = A,(r, t )  exp . . . . . . . . . . .  i (2.1). 

Die h d e r u n g c n  der zunachst beliebigen Funktionen A,(x, f) und z ( ~ ,  t )  innerlialb einer Wel!en- 
lange A werden dabei als klein angenonimen. Durch Vergleich der Glieder gleicher GroBenordnung 
findet man, daI3 die Phasenflachen z = const sich niit der Wellengeschwind gkeit ck ausbreiten, 
wahrend die Amplituden A,  sich langs der Orthogonalstrahlen dieser Flachen nach deni 
Gesetz (1.16) fortpflanzen. Dasselbe gilt fur die Naherungslosung 

(:I, = B, exp -__ c w  z . . . . . . . . . . . . .  f T i  j 
der iiiodifizierten Wellengleichung (1 23). In den FortpfIanzungsgesetze~i besteht somit eine Aqui- 
valenz zwischen den Amplituden A ,  bzw. B, einer Welle mit den Pliasenflachen z = const und 
den Unstetigkeiten @, bzw. Q, auf einer StoBfront z = 0. Es 1aBt sich unschwer zeigen, daB diese 
Aquivalenz bei Reflexions- und Brechungsproblemen auch in den Grenzbedingungen besteht. 
Das Analagon zu den Unstetigkeiten 2. Ordnung sind dabei die Amplituden A,  bzw. B, cler ent- 
sprechenden Wcllen 2 .  Ordnung 

. . . . .  (2.3),  

2ni . . . . . . . . . . .  A 
(2.4). 

Uiri von den1 iin folgenden betracliteten Fall der Totalreflexion einer einfallenden kugel- 
formigen Kompressionsfront zum Fall einer einfallenden Kugelwelle iiberzugehen, hat man somit 
lediglich die StoBfronten z = 0 durch die Phasenflachen z = const und die Unstetigkeiten durch 
die Amplituden entsprechender Ordnung zu ersetzen. 

111. Die Totalreflexion einer kugelformigen Kompressionsfront an der Trennungsebene 
zweier elastischer Illedien. Fronten 1. Ordnung 

Wir betrachten nunmehr eine kugelformige Kompressionsfront 1. Ordnung, die sich von 
den1 Punkt r = 0, z = - h innerhalb eines elastischen Mediums I im Halbraum z < 0 ausbreitet 
und an einem elastischen Medium 11, das den ubrigen Halbraum z > 0 erfullt, reflektiert und 
gebrochen wird. Es sei G <  ctI. Beim Auftreffen der einfallenden Front auf die Trennungs- 
ebene z = 0 entstehen zunachst in beiden hledien je eine Kompressions- und cine Wirbelfront. 
Im folgenden werden einfallende, reflektierte und gebrochene Fronten durch einen ersten oberen 
Index e, r oder y und die Art der Front durch einen zweiten oberen Index k oder w unterscliieden. 

Die Parameterdarstellung der einfallenden Front lautet : 

z = - h + q e k  cos t I e k ,  r = qek sin g e k ,  t = qek/c: . . . . . .  (3.1). 

Die Paranieterdarstellungen der reflektiertcn und gebrochenen Fronten ergeben sich aus der 
Bedingung, daI3 samtliche Fronten an der Trennungsebene z = 0 zusammentreffen. Wird mit 
dem Index i allgemein ein beliebiges Indexpaar bezeichnet, so erhalt man : 

1 reflektierte Fronten : 
gebrochene Fronten: + z 

. . . . .  (3.2),  i h sin 6; 
ni cos 6 e  

r = ___ (nil - 1) + 1;7i sin Bi , 

t = qi/ci I 
wobei ni = ci/cz und ni sin t9i = sin t P k .  

Bei festgehaltenenl tIi beschreiben die Paramcterdarstellungen (3.1) und (3.2) den Weg 
einer Unstetigkeitsstelle, die zunachst mit der Geschwindigkeit cg langs des Strahls mit  den1 
Einfallswinkel8eB bis zur Trennungsebene lauft und sich dann mit den Geschwindigkeiten ci langs 
der entsprechenden reflektierten und gebrochenen Strahlen fortpflanzt. 

31* 
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Die vorgegebene Unstetigkeit auf der einfallenden Front, die nach (1.16) wie 1/R abklingt, sei 

(@:; = @;k ( R  = h), R = Radius der einfallenden Front) . . (3.3). 

Zur Bestirninung der Unstetigkeiten auf den reflektierten und gebrochcnen Fronten werden nun 
die Grenzbedingungen angewandt. Fur  zwei an der Trennungsebene haftende Medien lauten diese : 

uf = u ; I ,  u i  = u:I ,  ofZ = G::, a:, = u,", fur z = 0 . . . . . . (3.4). 

Da die Beziehungen (3.4) sowohl eben vor als auch eben nacli dein Eintreffen der Fronten an 
eineni Punkt  der Trennungsebene gelten, inuB die Sunime der Sprunge in ur, u,, o,, und oSzF bei 
z = 0 in beiden Medicn gleich sein. Fuhrt  man die Sprunge in den Spannungen und Geschwin- 
digkeiten auf die Sprunggroflen 0; und 52: zuruck, so erhalt man das von der Reflexion und 
Brechung ebener Wellen bekannte Gleichungssysteni : 

. . . . (3.51, 

sin Gek . . . (3.6), 

h 
@;k @ek - 

I h  R 

@kcos8rk-  n"lwsin fie' + ii;!kngkcos 8 g k  + @"sin 8ek = @'cos 8ek 
$k  g k s i n  6rk + jj:WnrwCOS 8rw-@ksill aek + @wngwcos 6 g w  = - 

Gi'(nrw'L 2 sin2 8") - jjiw2 nrw'COS @'"sin 8 r w  

S k 2  cos Geksin t~~~ + Si:Wnrwa(cos28rW- sin28'") 

+ $ik22y(- m_-)zcos~g*sin d g k -  n"~wynrwa(cos28gw-sin28gw) = @ k 2 c o s @ e k s i n 8 c k  (3.8). 
nrw ngk 

(Y = @II/@I) 

Durch die Tilde sind Werte an der Trennungsebene gekennzeichnet. Zur Abkurzung schreiben 
wir das System im folgenden in der Matrixform M z1 = ek 23, wo M die Koeffizientenniatrix 
und xl, 23 die Vektoren 

darstellen. Die Losung des Gleichungssysttms sei : 

8 bzw. = Fi(8ek j@k . . . . . . . . . . . . (3.9). 

Die Unstetigkeiten auf den Fronten im Innern der Medien bekommt man nun, indem man die 
Werte der Unstetigkeiten an der Trennungsebene als Anfangswerte in die Fortpflanzungsformel 
(1.16) einsetzt: 

Neben dem Parameter 6 6 k  ist  zur Festlegung der Unstetigkeitsstelle der Radius R (= qi n", der 
einfallenden Front gewalilt worden. Fur  die kugelformige reflektierte Konipressionsfront ver- 
einfaclit sich (3.10) zu 

h 
R 

@zk = Frk  (dek)  @el$ - . 

Die Forniel (3.10) gilt nur fur ?Ye' < 8&, mit sin 21ek. krat - - ngk = cI/cII . Fiir dek > I9& 
werden die von cos 8 g k  abhangigen 'I'erme der Koeffizientenniatrix M und soiiiit sanitliche Re- 
flexions- und Brechungsfaktoren Fi(Gek) komplex. Von den Pararneterdarstellungen der Fronten 
wird ferner die der gebrochenen Kompressionsfront komplex. Das Auftreten koniplexer Sprung- 
groBen bedeutet offensiclitlich ein Versagen unserer Methode iiii Bereich der Totalreikxion 
Pk > 8;&. Ini Falle einer einfallenden liarinonischen Kugelwelle t r i t t  diese Schwicrigkeit 
dagegen nicht auf, da koinplexe Amplituden lediglicli eine Phasenverschiebung gegenuber der 
einfallenden Welle darstellen. Man kann diesen Vorteil fur Sinuswellen aucli fur  StoBfronten 
ausnutzen, indem man die einfallende Kompressionsfronl durch ein FOURIERintegral uber Kugel- 
wellen verscliiedener Wellenlange darstellt. Auf diese Weise laflt sich zeigen, daB koniplexe 
SprunggroBen auf einer reellen Stoflfront logarithniische Singularitaten zur Folge haben. 
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1st dagegen auch die Frontgleichung koniplex, so t r i t t  eine Singularitat nur an der Trennungs- 
ehene auf. Dies wird durch die Aufnahmen von 0. v. SCHMIDT bestatigt: die totalreflck- 
tierten Bereiche der Fronten erscheinen darin stets wesentlich starker als die nornial reflektiertcn 
und gebrochenen Bereiche, wahrend die koniplexen gebrochenen Fronten keine sichtbaren Stii- 
rnngen hervorrufen. 

IV. Fronten 2. Ordnung (v. S e hm i d t sehe Kopfwellen) 
Nachdern die uberkritischen Bereiche der einfallenden Front (Gek > S&) die Trennungs- 

ehene erreicht haben, beginnt die gebrochene Kompressionsfront den anderen Fronten an der 
Trennnngsebene vorauszulaufen. Sie erzeugt dndurch ahnlich wie ein Uberschallgeschol3 ,Kopf- 
wellen', die sich von der Trennungsebene 
aus in beide Medien hinein ausbreiten. In 
Bild 1 sind die Fronten zu einem ent- 
sprechenden Zeitpunkt nach Eintreten der 
Totalreflexion wiedergegeben. Die durch 
die kritischen Strahlen OJB und OJH be- 
grenzten Bereiche BAB und H K H  der re- 
flektierten Kompressions- und Wirbelfronten 
sowie die durch die kritischen Strahlen 
OJM und OJF begrenzten Bereiche MLM 
uiid FEF der gebrochenen Kompressions- 
und Wirbelfronten sind noch durch norniale 
Reflexion und Brechung entstanden. Fur  
tlie Unstetigkeitcn anf diesen Bereichen gilt 

rcflexion entstandenen Bereichen CB, CH 
der reflektierten Fronten und FC der ge- 
brochenen Wirbelfront sind die Spannungen 
und Geschwindigkeiten logarithmisch singu- 
lar, wahrend die gcbrochene Kompressions- 
front bei C komplex ist. Die friiher ent- 
standene reelle gebrochene Kompressions- 
front MLM ist dem Punkt C an der 
Trrnnungsebene vorausgelanfen und strahlt 
drci Kopfwellen M B ,  M H  und M F  aus, 
welche an den Punkten B, H und F in die 
reflektierten und eebrochenen Fronten 

L- tlie Formel (3.10). Auf den durch Total- z 

" 
1. Ordnung tangential einmunden. Bild 1. Die Reflexion uiid Brechung einer Kompressionsfront an der 

Trennungsebene zweier elastischer Medien 
Zur Ermittlung der Unstetigkeiten auf R/h = 10 

den Kopfwellen wenden wir die Grenz- 
bcdingungen an der Stelle M an. Eine Schwierigkeit scheint zunachst darin zii beslehen, dal3 
niit den drei Kopfwellen vier Grenzbedingungen zii erfiillen sind. Nach (3.10) verschwindet 
jedoch die Unstetigkeit 1. Ordnung auf der gebrochenen Kompressionsfront bei M ,  so dal3 sich 
die Grenzbedingungen durch die triviale Losung verschwindender Unstetigkeiten 1.  Ordnung 
auf allen Kopfwellen erfullen lassen. Fur die Unstetigkeiten 2. Ordnung lassen sich nun aus 
den Grenzbedingungen wieder ahnliche Beziehungen ableiten wie fur die Unstetigkeiten 1. Ord- 
nung. Mi-t den Spannungen und Geschwindigkeiten sind auch die zeitlichen Ableitungen dieser 
GroBen auf beiden Seiten der Trennungsebene gleich. Folglich werden auch die Sprunge der 
Ableitungen bci M in beiden Medien iihereinstimrnen : 

Die Unstetigkeiten der zeitlichen Ableitungen lassen sich bei den Kopfwellen durch die Sprung- 
groflen Q2 bzw. Q, ausdriicken. Bei der gebrochenen Kompressionsfront hangen sie zusatzlich 
noch von der tangrntialen Ableitung der Unstetigkeiten 1. Ordnung ab. So ist z. B. 

Man erhalt somit aus den Grenzbedingungen das Gleichungssystem : 

Mkrit zz = x Q . . . . . . . . . . . . . . . (4.1), 
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wobei = 11.2(8$~~), 

Ge h Fg k( z?&) ng 7 =-- ~ I h  

n g k h  r2 ngka) F ~- 
I [(I-  - (  1 --ngk'  

i: ist der Abstand des Punktes il.1 vom Ursprung. Der Index x bezieht sich auf eine Kopfwellc, 
das folgende Indexpaar auf die zugehorige Front 1. Ordnung. 

Durch (4.1) sind die Unstetigkeiten 2. Ordnung auf den Kopfwellen und auf der gebrochenen 
Kompressionsfront an der Trennungsebene bestimmt. Im Innern der Medien ergeben sie sich 
dann wieder aus dem Fortpflanzungsgesetz (1.16), welches sich in dieseni Fall vereinfacht, da der 
Kriimmungsradius b der Meridiankurve unendlich wird. Man erhklt somit scliliel3lich fiir die 
Unstetigkeit zweiter Ordnnng auf einer der Kopfwellen : 

_____ 
R - h 1' 1 - (ngk)z 

ng k 
wobei d = der Radius U M  der Kopfwelle an der Trennungsebene ist. F ist 

der Radius UQ zu den1 fruheren Zeitpunkt, als sich die Unstetigkeitsstelle P an der Trennungs- 
ebene befand (siehe Bild 2). ist eine Komponente des durch das Gleichungssystem 
.%!fknt. b = L5 bestimmten Vektors 

Die Parameterdarstellungen der Kopfwellen in Abhangigkcit von Fx> und 7"' lauten : 

mit 

Falls neben n g k  auBerdem der Brechungsindex ngw = c$/cyI kleiner als Eins ist, so wird die 
gebrochene Wirbelfront ebenfalls der einfallenden Front an  der Trennungsebene vorauslaufen 
und Kopfwellen ausstrahlen. Von diesen sind jedoch nur die beiden Kopfwellen im 1. Medium 
reell, walirend die Kompressionskopfwelle im 2. Medium wegen > c;"I komplex wird. Dies hat 
ebenso wie bei den totalreflektierten Frontbereichen 1. Ordnung zur Folge, daB die Normal- 
ableitungen der Spannungen und Geschwindigkeiten auf den beiden Kopfwellen im 1. Rledium 
logarithmisch singular werden. Als Bestatigung hierfiir findet man in den Knallwellenaufnahnlen 
von 0. v. SCHMIDT, daB die Kopfwellen der gebrochenen Wirbelfronten stets wesentlich starker 
als die der gebrochenen Kompressionsfronten erscheinen. Auf die Berechnung der Kopfwellen, 
die sich nicht wesentlich von der Berechnung der Kopfwellen der gebrochenen Konipressionsfront 
unterscheidet, wird hier verzichtet. 

Zur Eindeutigkeit der ermittelten Unstetigkeitsflachen sei abschlieBend bemerkt, daB sich 
diese unschwer aus der Eindeutigkeit der gesamten reflektierten und gebrochenen Storungsfelder 
bei einem im ganzen Medium I vorgegebenen einfallenden Storungsfeld folgern lafit. 
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Als Zahlenbeispiel sind die drei Kopfwellen berechnet worden, die bei der Totalreflexion 
einer kugelformigen Kompressionsfront an der Trennungsebene zwischen Deckgebirge (Medium I) 
und Granit (Medium 11) entstehen. Nach den Angaben von H, BLUT [la] gelten fur die Schall- 
geschwindigkeiten und Dichtcn dieser Rledien : 

Deckgebirge: 
Grnnit : 
so dalj 

c: = 3,5 km/sec, c;O = 2,O km/sec, eI = 2,45 grm/cm3, 
ctI = 5,9 km/sec, cyI = 3,4 km/sec, eII = 2,70 grm/cm3, 

nTw = 1,75, ngk = 0,593, ngW = 1,03 und y = 1,10. 

In Bild 1 sind die Fronten bei einem Radius R = 10 h der einfallenden Front aufgezeichnet. 
Die Unstetigkeiten der Nornialableitungen der Spannungen auf den Kopfwellen sind in den Bil- 
dern 3, 4 und 5 iiber dem Parameter i. aufgetragen. Die Groljen sind durch h und den Spannungs- 
sprung [G$& der eirlfdllenden Front bei R = h dimensionslos gemacht. 

Bild 2. Die Iiopfwelle B X  a n  der reflcktierten Eornpressions- 
front ABC 

Bild 3. Die Unstetigkeit, zweiter Ordoung auf der Kom- 
preasionskopfwelle M B  im Medium 1 (Deckgebirge) 

V. Zusammenfassung der Ergebnisse 
Bei der Totalreflexion kugelformiger Stoljfronten lassen sich einige allgemeine, durch die 

Formen der StoBfronten bedingte Gesetzmaljigkeiten feststellen : Auf den naherungsweise kugel- 
formigen Fronten 1. Ordnung klingen die Unstetigkeiten etwa umgekehrt proportional dem Front- 
radius ah. Auf den kegelformigen Kopfwellen hingegen klingen die Unstetigkeiten 2. Ordnung 
nur wie a-1/2 ab, wo a der von der z-Achse langs eines Strahls zuruckgelegte Weg ist. In tangen- 
tialer Richtung andern sich die Unstetigkeiten auf den Kopfwellen wie q-2 fur  kleine undwie q-3/e 
fur grol3e MAcHsche Winkel z9*,i zwischen Kopfwelle und Trennungsebene, wo q der Abstand 
vom kritischen Strahl ist (siehe Bild 2). 

Mit geringen Anderungen lassen sich die Ergebnisse fur den Fall einer einfallenden kugel- 
formigen Kornpressionsfront auch auf den Fall einer einfallenden Zylinderfront ubertragen. Die 
Unstetigkeiten auf den Fronten 1. Ordnung klingen in diesem Fall nur noch umgekehrt propor- 
tional der Wurzel der Radien ah, wahrend die Unstetigkeiten auf den ebenen Kopfwellen in Fort- 
schreitungsriclitung konstant bleiben. Tangential zur Kopfwelle andern sich die Unstetigkeiten 
unabhangig vom hIAcHschen Winkel naherungsweise wie q-3/2. 
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Einige gemischte Randbedingungen anisotroper Platten 
Von JOZEF BRILLA 

Es wird eine unendliche elastische anisotrope Halbplatte y > 0 mit gmischten Randbedingungen 
unterszccht. Die Halbplatte ist a m  Rande abwechsclnd eingespannt und frei drehbar gelagert. M i t  Hilfe 
der allgemeinen Ldsung einer unendlichen anisotropen Halbplatte mit a m  Rande gegebenen ersten Ab-  
leitungen der Durchbiegung, die inittels des Verfahrens der Fourierintegrale gegeben ist,  wird Pine singulare 
Integralgleichung fur dicse, Randbedingungen abgelcitet. Nach der ZurJclcfiihrung des Problem auf die 
Hilbert- Riemannsche Azlfgabe werden die allgemeine Ldsung fiir n Abschnitte des frei drehbar gelagerten 
Randes und die Losungen fiir versehiedene Belastungsfalle der Halbplatte mit einem frei  drehbar gelagerten 
Abschnift des Randes untersucht. 

Some mixed boundary value problems of a semi-infinite elastic anisotropic plate y > 0 are analysed. 
The plate i s  simply supported along n part of its boundary and clamped along the remainder. Prom a general 
solution of a semi-infinite anisotropic plate obtained by the method of Fourier integrals, where the first derivu- 
tives of the transverse displacement are given along the edge, a singular integral equation i s  derived f o r  that 
boundary value problem. After reduction of the singular integral equation to the Hilbert- Riemann problem 
the general solution f o r  n sections of the simply supported edge and solutions of various cases of loading 
of a semi-infinite plate with one simply supported edge are given. 

MccneEyeTcH cxeruannafi 3 a z a ~ a  ~3rm6a n o n y 6 e c ~ o ~ e u ~ o i i  ynpyroii a ~ m o ~ p o n n o i i  naa- 
CTI?HICH y > 0, 1;oriqa YacTb HpaH nnacTmmm aanenana, a omanman Yacn onepa.  ITpci IIO- 
MOUH pemeHm m3rm6a noaynnacTciHm npm saiqan~bix H a  Kpam nepsbix ~ ~ O H ~ B O A H ~ I X  k13rci6a 
OnpeiqeneHnoro mmerpanam Qypbe, CTPOEITCII cmrynqnoe  mHTerpanbIIoe ypasneme iqna 
:noji cMemamoi3 3a~aum. nocne nepeBoaa mTerpanbnoro ypasnenmn I-E 3a~awi  rmnb6ep~a - 
Pmana  HaeTcR 061qee perueme R ~ H  nnacTmHm c n ysacTHam onepToro I-Epan m peruemm 
P ~ ~ J I H ' I H ~ I X  cnysaeB Ixarpy3m nnacTmHm c oanbm onepnm y4acmox 

1. Einleitung 
I n  der letzten Zeit wird der Losung dunner isotroper Platten mit gemischten Randbedin- 

gungen verhaltnismaflig grolJe Aufmerksamkeit gewidmet. Bei der Losung kann man verschiedene 
Verfahren verfolgen. Die Aufgabe kann auf die Losung der FREDHoLMschen Integralgleichung 
[6], [S], [12], [13] oder auf die Losung von singularen Integralgleichungen [7], [lo], [14] zuriick- 
gefuhrt werden. Die Methode der komplexen Veranderlichen unter direkter Zuriickfiihrung 
auf die HILBERT-RIEMANNSChe Aufgabe wurde in den Arbeiten [3], [4] angewandt. 

&lit gemischten Randbedingungen fiir anisotrope Platten befaaten sich G. M. L. GLADWELL 
[5] und H. ZORSKI [15]. Letztgenannter beschrankt seine Untersuchungen auf orthotrope Platten. 




